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Introducao

Estas notas foram escritas para servir de apoio a dois minicursos introdutérios sobre
o tema, ministrados pelo autor, sendo o primeiro no workshop de verao organizado em
conjunto pelos programas de péds-graduacao em matematica e matematica aplicada da
Universidde Federal do Rio Grande do Sul, ocorrido em Porto Alegre no periodo de 04 a
08 de fevereiro de 2019, e o segundo, na XI Jornada de algebra que ocorreu no periodo
de 24 a 27 de abril de 2019, nas dependéncias da FURG, em Rio Grande. Como um
bom numero dos ouvintes inscritos nestes minicursos era formado por alunos de final de

graduacao, decidimos escrever estas notas.

A ideia aqui foi escrever umas notas o mais auto contidas possivel, sendo que isto nao
é uma tarefa facil, mas pensamos ter chegado bem préximo de um resultado satisfatorio.
Também, a escolha do material a ser apresentado em um minicurso de quatro ou cinco
aulas se tronou uma tarefa desafiadora, pois como dito antes, a maioria dos ouvintes teria
pouca experiencia em algebra, motivo pelo qual, o curso ganha uma visao de um curso
de divulgagao de area, e esperamos que o desenvolvimento do mesmo ocorra de forma
satisfatoria no sentido de que os alunos ouvintes se interessem pelo assunto e uma parte

deles decidam estudar este tema com maior profundidade no futuro.

Uma &lgebra de Hopf sobre um corpo pode ser pensada como uma generalizacao da
algebra de grupo. Sejam k um corpo, G um grupo e kG a algebra de grupo correspondente.
Esta algebra carrega consigo uma estrutura adicional que nos permite enxergar o préprio
corpo base como um kG-médulo, o produto tensorial de kG-mdédulos é novamente um
kG-médulo, e o dual de um kG-médulo é também um kG-médulo. O nosso estudo
das algebras de Hopf, comeca por analisar quais propriedades estas estruturas adicionais
podem possuir. Assim nascem os conceitos de codlgebras e de bidlgebras. Uma algebra

de Hopf serd entao uma bidlgebra com uma antipoda.

Por se tratar de um texto introdutoério, destinado a uma audiéncia formada por pessoas
que nao tem muita experiéncia no tema, o texto aqui apresentado nao é original, e em

muitos casos, se aproxima bastante daqueles citados nas referéncias.

Agradeco as Comissoes Organizadoras, tanto do Workshop organizado pelos Progra-

mas de Pés-Graduagao em Matemaética e de Matematica Aplicada como da XI Jornada de



Algebra, pela oportunidade em ministrar este minicurso nestes eventos. Desde ja também
quero agradecer a colaboracao dos estudantes que vierem a assistir este minicurso, pelas
corregoes necessarias do texto (devem existir muitas aindal), bem como por sugestoes que

venham a aprimora-lo.

Um breve de historico

Faremos aqui um breve histérico sobre o nascimento e o desenvolvimento inicial da
teoria das dlgebras de Hopf. Este texto estd baseado em [I], onde pode ser encontrado

informagoes mais profundas sobre os temas abordados aqui.

As algebras de Hopf nasceram da confluéncia de duas importantes areas da ma-

tematica, a saber, a topologia algébrica e a geometria algébrica.

Topologia Algébrica Geometria Algébrica

—
~ —
- —
~ —

- —

EN L

Algebras de Hopf

e A primeira defini¢ao formal de uma algebra de Hopf é devido a P. Cartier (1956),

(ainda sob o codinome de hiperalgebras).

e O primeiro a usar a nomeclatura dlgebra de Hopf foi A. Borel (1953).

Vertente da topologia algébrica:

H. Hopf (1941): Considera uma variedade M munida de um produto (uma fungao
continua M x M — M) o qual induz um morfismo H — H ® H, onde H ¢ o anel de
cohomologia de M. Impondo certas restricoes a H, Hopf obtém importantes resultados

topologicos sobre M.

A. Borel (1953): Estuda a homologia de um feixe de fibras principais e aplicagoes
a homologia dos espacos homogéneos. Borel chama de algebra de Hopf uma algebra que
satisfaz as condigoes de Hopf. Isto nao coincide com o que se conhece hoje por algebras
de Hopf.

J. Milnor & J. Moore (1959/1965): Neste trabalho os autores definem explicita-
mente uma algebra de Hopf como sendo o que hoje se conhece por uma bidlgebra graduada.
Se o espaco homogéneo de grau zero for unidimensional, ¢ mostrado a existéncia de uma

antipoda. Eles generalizam resultados de Hopf, Borel e outros.



Vertente da geometria algébrica:

J. Dieudonné (1954): Desejando estender o diciondrio Grupos de Lie - Algebras
de Lie em caracteristica positiva, Dieudonné associa uma algebra associativa a um grupo
de Lie, chamada de hiperalgebra, a qual reflete as propriedades estruturais deste grupo.
Esta algebra é munida de um coproduto cuja dualizacao é o produto do grupo, e coincide

com a envolvente universal da algebra de Lie de GG, no caso de caracteristica zero.

P. Cartier (1956): Apresenta uma definigao formal de uma hiperalgebra abstrata,
a qual coincide com uma bidlgebra cocomutativa com filtracao coradical. Esta filtragao
induz a existéncia de uma antipoda, fato ndo mencionado por Cartier. Assim, as hi-

perdlgebras de Cartier sao as nossas algebras de Hopf cocomutativas.

B. Konstanz (1966): Aparece pela primeira vez a definigao de uma algebra de Hopf
como a conhecemos hoje. Boa parte da nomeclatura usada atualmente no contexto das

algebras de Hopf ¢ devido a Konstanz, como por exemplo elementos group-like.

Ganhando vida proépria...

M. Sweedler (1969): Foi a partir da publicagao do livro de Sweedler que as algebras
de Hopf ganharam independéncia como area de pesquisa. Sweedler apresenta um exemplo
de uma algebra de Hopf nao comutativa, de dimensao 4 sobre um corpo de caracteristica
distinta de 2.

V. Drinfel’d (1987): A partir dos trabalhos de Drinfel’d esta drea de pesquisa viven-
cia um extraordinédrio avanco, com mudancas radicais em termos de métodos, abordagens

e interagao com outros ramos da matematica.



Capitulo 1
Pré requisitos

Neste capitulo apresentaremos alguns dos pré-requisitos necessarios ao entendimento
do texto. Aqui serao tratados temas como anéis, médulos, algebras, produto tensorial

entre outros. Os leitores mais experientes podem passar diretamente aos capitulos se-

guintes.

1.1 Anéis

Neste texto estaremos sempre interessados em anéis com unidadade, motivo pelo qual
ja introduziremos um axioma da unidade na definicao de anel, mas chamamos a atencao

do leitor que é possivel desenvolver uma teoria de anéis sem unidade.

Definicao 1.1.1. Dizemos que um conjunto R, munido de duas operacoes bindrias, cha-

madas soma (+) e multiplicagcdo (-), € um anel, se valem as sequintes propriedades:

(i) (R,+) € um grupo abeliano, isto €, + € associativa, possui elemento neutro, possui

elemento simétrico e € comutativa,
(ii) - € associativa,
(111) - possui elemento neutro.

(iv) + e - sao compativeis, isto €, para todos a,b,c € R vale que

a-(b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c,

Lembramos que uma operacao * definida em um conjunto A nada mais é do que uma

funcao x: A x A — A. Além disso, dizemos que:

e * ¢ associativa, se ax (b c) = (a*b) xc, Ya,b,c € A;



e x possui elemento neutro, se existir um elemento e € A tal que exa =a = axe,
Ya € A;

e % possui elemento simétrico, se Va € A,da’ € A tal que axa’ = e =a’ xa, onde e é

um elemento neutro de .

e x é comutativa, se axb=bxa, Va,b € A.

E possivel mostrar que elementos neutros e simétricos, quando existem, sao unicamente
determinados. Assim, estes elementos podem ser denotados por algum simbolo especial.
No caso de anéis, denotaremos o elemento neutro da soma sempre por 0, e o chamaremos
de elemento zero do anel, ja o elemento neutro da multiplicacao sera denotado por 1, e
o chamaremos de elemento unidade do anel. Também, denotaremos por —a o simétrico

aditivo do elemento a.

Notaremos um anel por (R,+, ), mas quando nao houver possibilidade de confusao,
escreveremos apenas R em lugar de (R,+, ), sem especificar as operagoes consideradas.
Também, vamos escrever ab em lugar de a-b, quando estivermos nos referindo ao elemento

dado pela multiplicacao de a por b.

Exemplo 1.1.2. Os conjuntos Z (dos nimeros inteiros), Q (dos nimeros racionais), R
(dos nimeros reais) e C (dos nimeros complexos), com as operagoes usuais de soma e

multiplicacao, sao exemplos de anéis.

Exemplo 1.1.3. Se R é um anel, entao o conjunto M, (R), das matrizes n X n com

entradas em R, com as operagoes usuais de soma e multiplicacao de matrizes, ¢ um anel.

A partir destes exemplos podemos construir novos, através das seguintes técnicas:
Se Rq, R, ..., R, sao anéis, entao o produto cartesiano R = R; X Ry X -+ X R, é um
anel, onde as operagoes sao definidas componente a componente. Se (R, +,+) é um anel,
entdo pode-se mostrar que R” = (R,+,e) também é um anel, onde o ¢é definida por:
aeb=">b-a,Va,b e R. R” é chamado de anel oposto de R.

O exemplo acima foi obtido fazendo a restricao das operagoes do anel Z ao subconjunto

nZ. Isto sugere uma nova definicao.

Defini¢ao 1.1.4. Sejam (R,+,-) um anel e ) # S C R. Entao dizemos que S é um
subanel de R, se as restri¢oes das operagoes de R em S estio bem definidas e (S, +|q,|s)

¢ um anel eventualmente sem unidade, isto €, (S, +|q,|s) satisfaz os axiomas (i), (i) e

(iv) da Definicio[1.1.1]

Antes de prosseguir, desejamos dar uma palavrinha a respeito de restringirmos a

existéncia de unidade em subanéis. Isto se deve ao fato de que mais adiante estaremos



interessados nos subanéis para os quais podemos considerar estruturas quocientes, com as
operagoes induzidas pelas operagoes do anel, os quais serao chamados de ideais. Vamos
ver que ideais contendo unidade coincidem com o préprio anel e nao poderiamos chamar
estes subanéis especiais (os ideais) de subanéis, se exigissemos a presenga da unidade em
subanéis. Sempre que estudamos alguma estrutura algébrica estamos interessados naque-
las subestruturas que nos permitem construir estruturas quocientes. No caso de anéis,
estas subestruturas sao os ideais. Na teoria de grupos, por exemplo, os subgrupos que
nos permitem construir grupos quocientes sao os subgrupos normais.

Se consideramos as imersoes canonicas Q C R C C, entao podemos ver Q como um
subanel de R e de C, assim como R se torna um subanel de C. Se S é um subanel de
R, entao é fécil verificar que M,,(S) é um subanel de M, (R). Se R é um anel, entao
o subconjuto Z(R) := {a € R : ax = za,Vr € R} é um subanel de R (verifique isto!),
chamado centro de R. Além disso, é facil verificar que o conjunto dos multiplos de um
inteiro n fixo, denotado por nZ;= {na : a € Z}, é um subanel de Z. E possivel mostrar

que todos os subanéis de Z sao desta forma.

Os préximos exercicios nos fornecem propriedades béasicas das operacoes de um anel,

que serao usadas livremente no texto.

Exercicio 1.1.5. Mostre que elementos neutros e simétricos, quando existem, estao uni-

camente determinados.

Exercicio 1.1.6. Sejam R um anel e a,b,c € R. Mostre que:
(i) 0-a=a-0=0,
(ii) —(ab) = (—a)b = a(-D),
(iii) (—a)(—b) = ab.
(iv) (~1)a = a(~1) = —q,
(v) (=1)(-1) =1,
(vi) (=1)(—a) = a.

Também é um exercicio de facil verificacao o seguinte resultado, o qual nos da uma

caracterizacao dos subconjuntos de um anel que sao seus subanéis.

Proposicao 1.1.7. Sejam R um anel e S um subconjunto de R. Entdio S € um subanel

de R se, e somente se, as sequintes condi¢oes se verificam:

(i) 0 € S;



(ii) v,y € S =>x—y €S,

(i) x,y € S =ay € S.

Dado um anel R, dizemos que R é um anel comutativo se a multiplicacao de R é
uma operacao comutativa, isto é, se xy = yx, para todos elementos z,y € R. Os anéis
Z,nZ,Q,R e C sao exemplos de anéis comutativos. Os anéis de matrizes em geral sao

nao comutativos. E facil verificar que R é um anel comutativo se, e somente se, R = RP.

Um elemento a em um anel R é chamado de divisor de zero se existir 0 # b € R tal
que ab = 0 = ba. Ja um elemento v em um anel R é dito um elemento invertivel se existir

v € R tal que uv =1 = vu.

Um anel comutativo sem divisores de zero, além do proprio elemento 0, é dito um
dominio de integridade (ou simplesmente um dominio). Um anel com unidade em que
todo elemento nao nulo é invertivel é chamado de um anel de divisao. Por fim, um anel

de divisao comutativo é chamado um corpo.

E facil ver que Q,R e C sao exemplos de corpos, que Z é um dominio (que néo é um

corpo). Também ¢é facil obter exemplos de divisores de zero em anéis de matrizes.

Vamos agora apresentar um exemplo de um anel de divisao que nao é um corpo.
Lembramos que o anel dos quatérnios H sobre os reais esta definido como sendo o espaco
vetorial 4-dimensional sobre R gerado pelos elementos 1,4, j, k € H, com a multiplicagao
dada pelas seguintes relacoes: 2 = j2 = k?* = —1,ij = k, jk =i, ki = j, ji = —k,kj = —i
e ik = —j.

Quando se estuda uma certa estrutura algébrica, precisamos considerar as fungoes
entre elas, que tem a propriedade de preservar a dada estrutura. Como as estruturas
algébricas estao definidas em fungao de certas operagoes, precisamos entao considerar as
fungoes que preservam estas operagoes. Estas func¢oes levam o nome de homomorfismos.

Vamos apresentar uma definicao mais precisa, para o caso de anéis.

Definigao 1.1.8. Sejam R = (R,+r,'r) ¢ S = (S,+s,-s) dois anéis. Uma fungdo

f:R— S é dita um homomorfismo de anéis, se:

o fla+trb) = fla)+s f(b),Va,be R,

e fla-rb) = f(a) s f(b),Ya,b€ R.

Antes de apresentarmos exemplos de homomorfismos de anéis, vejamos algumas pro-

priedades que decorrem diretamente da definigao.

Proposicao 1.1.9. Sejam R e S anéis e f: R — S um homomorfismo de anéis. Entao

valem as sequintes propriedades:



(Z) f(OR) - OS’;
(ii) f(—a) = —f(a),Va € R,
(111) f(R) € um subanel de S.

Demonstracao. (i) Basta observar que f(0r) = f(0r + 0r) = f(Or) + f(Og), de onde
segue que f(Ogr) = Og, pois f(Or) e Og s@o ambas solugoes da equacao f(0g)+ X = f(0g)
em S.

(ii) Temos que mostrar que f(—a) + f(a) = 0g. Mas isto segue diretamente do item
anterior, pois f(—a) + f(a) = f(—a+a) = f(Or) © 0s. Logo, f(—a) é o simétrico de
f(a) em S.

(iii) Por (i), temos que Og € Zm f. Dados x,y € Zm f, segue que existem a,b € R tais
que f(a) =z e f(b) =y. Assim, x —y = f(a) — f(b) = f(a—b) e xy = f(a)f(b) = f(ab)
e, consequentemente, r — y, xy € Im f. Segue entao da Proposicao que Im f é um
subanel de S. O

Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Dizemos que f é um monomorfismo se
f for injetor. Neste caso, S é dito uma extensao de R. Dizemos que f é um epimorfismo
se f for sobrejetor. No caso em que f é bijetor, entao dizemos que f é um isomorfismo.
Neste tltimo caso, R e S sao cdpias um do outro, como anéis, e dizemos que eles sao anéis
isomorfos, notando por R ~ S. Cabe observar que se f : R — S é um monomorfismo de
anéis, entao f é um isomorfismo sobre sua imagem e, neste caso, S contém um subanel
que é uma cépia de R. Identificando estes anéis, podemos entao dizer que R é um subanel
de S. Isto é o que se faz, por exemplo, quando se diz que Z é um subanel de Q, pois neste
caso, estamos considerando o homomorfismo f : Z — Q definido por f(a) = ¢ € Q, para
todo a € Z.

Exemplo 1.1.10. Sejam R e S dois anéis quaisquer. A fung¢ao f : R — S definida por
f(a) =0, para todo elemento a € R, é um homomofismo de anéis, chamado homomor-
fismo nulo. A fun¢ao idg : R — R, dada por idg(a) = a, é um homomorfismo de anéis,

chamado homomorfismo identidade.

O préximo exemplo mostra que pode nao existirem muitos homomorfismos entre dois

anéis.

Exemplo 1.1.11. Se f : Z — Z é um homomorfismo de anéis, entao f é o homomorfismo

nulo ou f € o homomorfismo identidade.

De fato, pois se n € Z \ {0}, entdo n = 1 + 1+ --- + 1 (n vezes, se n > 0) ou
n=-—14(—-1)+---+(—1) (—n vezes, se n < 0). Suponhamos, sem perda de generalidade,



que n > 0. Entéo, f(n) = f(1)+ f(1)+---+ f(1) (n vezes). Portanto, para se definir um
homomorfismo cujo dominio é Z, basta definir f(1). Claramente, se f(1) =0 entdo f é o
homomorfiso nulo. Por outro lado, observamos que f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), ou seja,
f(1)(1—=f(1)) =0, de onde segue que f(1) =0ou f(1) = 1. Consequentemente, devemos
ter que f é o homomorfismo nulo ou f é o homomorfismo identidade. Este resultado
pode ser generalizado para dominios de integridade quaisquer, como mostra o préximo

exercicio.

Definicao 1.1.12. Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Chamamos de nicleo de
f ao conjunto Nuc f ={a € R: f(a) = 0}.

O nucleo de um homomorfismo tem propriedades bastante interessantes. Comecamos
por observar que se f : R — S é um homomorfismo de anéis e f(a) = f(b), para certos
elementos a,b € R, entdo devemos ter f(a —b) = f(a) — f(b) = 0 em S, ou seja,
a—0b € Nucf. Isto nos diz que se dois elementos de R tém a mesma imagem por um
homomorfismo, entao a diferenca deles deve estar no seu nticleo. Assim, homomorfismos
com ntcleo nulo devem ser injetores. A reciproca deste fato é claramente verdadeira, de

modo que temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.1.13. Um homomorfismo de anéis f : R — S ¢é injetor se, e somente se,

Nuce f = {0}.

Assim, o nticleo de um homomorfismo nos d4 uma medida de quao longe de ser injetor
este homomorfismo esta. Mais ainda, o nticleo de um homomorfismo é um subanel. De
fato, pois se f : R — S é um homomorfismo de anéis, entdao f(0gr) = 0Og, ou seja,
Or € Nuc f. Tomando-se x,y € Nuc f, temos claramente que f(x —y) =0e f(zy) =0,
de onde segue que x — y,zy € Nucf. Segue entdo da Proposi¢ao que Nuc f é
um subanel de R. Este subanel tem uma propriedade especial, a saber, a absorcao da
multiplicagao tanto pela esquerda como pela direita. Mais precisamente, se f : R — S
¢ um homomorfismo de anéis, + € Nucf e a € R, entdao ax,za € Nucf. De fato,
pois f(ax) = f(a)f(z) = f(a)0 = 0. Analogamente, f(za) = 0. Isto induz a seguinte

definicao.

Definicao 1.1.14. Dado um anel R, dizemos que um subanel I de R é um:
(i) ideal a esquerda de R, se xa € I, sempre que x € R e a € I,
(i) ideal a direita de R, se ax € I, sempre que x € R e a € I,

(ii1) ideal de R, se I € um ideal a esquerda e a direita de R.

Vamos usar as seguintes notagoes para representar estes tipos de ideais: escreveremos
I < R, para dizer que I é um ideal de R; notaremos por I <, R os ideais a direita e por

I <; R os ideais a esquerda de R.



Como vimos acima, nucleos de homomorfismos sao exemplos de ideais, mas nem todo
subanel é um ideal, pois ¢ facil ver que Z é um subanel de Q que nao é um ideal de Q.
Também ¢é facil ver que se I é um ideal a esquerda de R, entdao I é um ideal a direita
de R°P. Assim, os trés conceitos acima coincidem num anel comutativo. Vejamos alguns

exemplos destas estruturas em anéis nao comutativos, onde elas diferem.

Exemplo 1.1.15. Seja R um anel e consideremos S = M,,(R) o anel de matrizes n X n

com entradas em R. Entao, fitando-se k € {1,2,...,n}, temos que:

o 7 = {(a;;) € S:a;; =0, sej # k} € um ideal a esquerda de S, que ndo é um
ideal a direita de S.

o T :={(aij) € S:a;; =0, sei##k} éum ideal a direita de S, que nio é um ideal

a esquerda de S.

Vamos classificar os ideais de Z usando conhecimentos da aritmética dos nimeros

inteiros.

Ja sabemos que para cada n € Z, o conjunto I = nZ = {na : a € Z} é um subanel de
Z.. Vamos ver que estes conjuntos sao na verdade, ideais de Z. De fato, pois se x € Z,
entdo z(na) = (na)r = n(xa) € nZ. Reciprocamente, se I é um ideal de Z e a € [ é o
menor inteiro positivo em I, entao I = aZ. Isto decorre da divisao euclidiana, ja que se
x € I, entao existem elementos unicamente determinados ¢,r € Z tais que x = aq + r,
com 0 < r < a. Mas entao, devemos ter r = x — aq € I, de onde segue que r = 0, pela

minimalidade de @ em I. Logo, x = aq € aZ, o que conclui nosso raciocinio.

Uma outra aplicagao dos ideais na teoria de anéis sao os anéis quocientes. Veremos
abaixo que os ideais sao exatamente os subanéis para os quais podemos induzir uma
estrutura de anel no conjunto quociente, tal como se faz com a aritmética modular dos

inteiros. Se n € Z, entao a relacao dada por:
x,yGZ,xEydg:ﬂ—yenZ

é uma relagio de equivaléncia e o conjunto quociente Z/nZ = {0,1,2,...,n — 1} tem uma
estrutura de anel (Z/nZ,+,~), dada por:

Fb:=a+0bVa,beZ,

Is]

“bi=a-bVa,beZ

o
S

As igualdades acima podem ser facilmente verificadas, usando propriedades dos restos
da divisao euclidiana em Z, pois se x — y € nZ, entao existe g € Z tal que x — y = ngq, ou
seja, © = nq+y. Agora é s6 observar que se x e y estao relacionados pela equagao acima,

entao ambos deixam o mesmo resto na divisao euclidiana por n.
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Vamos generalizar estas ideias para anéis quaisquer. Sejam R um anel e I um subanel

de R. Nao ¢ dificil verificar que a relacao definida em R por:
x,yeR,xEchgx—yel

¢ uma relagao de equivaléncia em R. O que nao se consegue mostrar é que a aplicagao

“:R/I x R/I — R/I definida por

“y:=x-y,vVr,y € R
estd bem definida. Para que esta aplicacao esteja bem definida, e portanto ser uma
operagao em R /I, é necessério exigir que o subanel [ seja de fato um ideal de R. Deixamos

este fato para ser mostrado no seguinte exercicio.

Exercicio 1.1.16. Sejam R um anel, I um subanel de R e = a relacao de equivaléncia

dada por: v,y € R, x =y < x—y € I. Mostre que

“:R/I x R/I — R/I,

definida por ~(@,b) := a - b, € uma funcdo se, e somente se, I é um ideal de R.

Além disso, precisamos ver que as propriedades de associatividade, comutatividade,
existéncia de neutro e de simétrico sao herdadas por operacoes induzidas em conjuntos

quocientes, mas isto também ¢é de facil verificacao e serd deixada ao encargo do leitor.

Portanto, se I é um ideal de R, entdo podemos considerar o anel quociente R/I.
Assim, fica definido um homomorfismo de anéis 7 : R — R/I, por m(a) =a:=a+ I =
{a+z:2 €1}, o qual é chamado de projecao candnica em relagdo ao ideal I. E facil ver
que este homomorfismo é sobrejetor e que seu nticleo é exatamente o ideal I. Isto mostra
que todo ideal é o nicleo de algum homomorfismo de anéis. Assim, podemos caracterizar

os ideais como sendo aqueles subanéis que sao ntucleos de homomorfismos.

Outra observagao pertinente é que se f : R — S é um homomorfismo de anéis, entao
os elementos de R que tem mesma imagem por f sao identificados no anel quociente
R/Nuc f. Assim, deverfamos poder mergulhar este anel quociente em S. De fato, isto é

possivel, como mostra o proximo resultado.

Teorema 1.1.17. (Teorema dos Homomorfismos para anéis) Sejam R, S anéis e

f+ R— S um homomorfismo de anéis. Entao existe um tunico monomorfismo de anéis

f:R/Nucf — S tal que for = f

Demonstracio. Basta definir f(@) = f(a), para todo @ € R/Nuc f. Vejamos que assim
f estéd bem definida. De fato, pois se @ = b em R/Nuc f, entdo a — b € Nuc f, ou seja,
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f(a—b) = 0, de modo que f(a) = f(b), pois f é um homomorfismo de anéis. Assim temos
f(@) = f(b). Além disso, por definicdo, temos que f(a) = f(a) = f(n(a)) = f o w(a),
para todo a € R, ou seja, fom = f.

Afirmamos que f é injetora. De fato, pois se @ € Nuc f, entdo f(@) = 0, ou seja,
0 = f(@) = f(a), de onde segue que a € Nuc f, o que nos diz que @ = 0. Resta mostrar
a unicidade de f. Para tal, suponhamos que g : R/Nucf — S é tal que gom = f.
Mas entdo, para cada @ € R/Nuc f, temos g(a) = gon(a) = f(a) = f(a@), e segue que
g=1Ff. O]

A seguinte consequéncia do resultado acima é imediata.

Corolario 1.1.18. Com as notacgoes do Teorema anterior, se f € um epimorfismo, entao
R/Nuc f ~ S como anéis.

Vamos discutir o proximo exemplo a luz dos nossos resultados. Consideremos R =

a x ,
{ [ 0 ] ca €l,x € Q}. E facil verificar que R, com as operacoes usuais de matrizes, é
a

0
um anel comutativo com unidade (verifique isto!). Afirmamos que J := { [ 0 E ] 1T € @}

¢ um ideal de R. Faremos isto mostrando que J é o nticleo de um homomorfismo de anéis

(mostre isto diretamente). De fato, basta definir o homomorfismo ¢ : R — Z, por

0 a
onde segue que J é um ideal de R. Mais ainda, como ¢ é sobrejetor, segue que R/J ~ Z.

a ,
© ( [ v ]) = a. E facil ver que ¢ é um homomorfismo de anéis e que J = Nucy, de

1.2 Modbdulos.

Pretendemos nesta secao apresentar fatos basicos da teoria de modulos, os quais serao
essenciais ao entendimento do texto. Grosso modo, um médulo é um espaco vetorial sobre
um anel. O fato de a estrutura de anel ser menos rigida que a de um corpo faz com que a
teoria de médulos seja bastante distinta da teoria de espagos vetoriais, mas chamamos a
atencao do leitor para que o mesmo, ao ler uma definicao ou um resultado sobre modulos,
ele imediatamente pense o que aquilo significa no caso de espagos vetoriais, para facilitar

o entendimento do que se apresenta em cada momento.

Comecamos com o seguinte conceito.

Definicao 1.2.1. Seja R um anel (com unidade). Dizemos que (M, +;) € um R-mddulo
a esquerda, se (M,+yr) for um grupo abeliano (i. é, +yr € associativa, possui neutro,
possui simétrico e € comutativa) e, além disso, existir uma aplica¢io ® : R X M — M

(chamada de agao de R em M ), satisfazendo as sequintes propriedades:
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(i) 1lrem =m,¥Ym € M,
(ii) r e (mq +p mo) =7 emy +p T emy;Vr € R Ymy,my € M,
(117) r1 @ (ro@m) = (ry-ry) em;¥ry,ry € R,Ym € M,

(iv) (r1+12) em = (r em) 4 (r2 @m);Vri, 7 € R,Ym € M.

Analogamente, podemos definir um R-moédulo a direita, bastando considerar uma agao
de R em M pela direita, ou seja, uma aplicacao e : M x R — M, satisfazendo os mesmos
axiomas acima, devidamente adaptados. Notaremos um R-médulo a esquerda por g M e

por Mg, um R-modulo a direita.

Na definicao acima, escrevemos +); para denotar a soma de M, e nao confundir com
a soma + de R. O mesmo foi feito em relacao as notagoes da acao de R em M, denotada
por e ¢ a multiplicacao de R. Mas no que segue, vamos denotar tanto a soma de R
quanto a soma de M por +, e a multiplicacao de R bem como a acao de R em M,
por justaposicao dos elementos, ou seja, se r,r7o € R e m € M, escreveremos rir, para
denotar a multiplicagao de r; por r, em R e também, r;m para denotar a agao de r; em

m, pois nao haverda perigo de confusao.

Antes de apresentar exemplos, gostariamos de observar que se M é um R-mddulo a
esquerda, entao M é um R°P-modulo a direita, e vice-versa, como ¢é facil verificar. Assim,
a teoria de médulos é completamente simétrica e todo resultado que vale para médulos a
esquerda também vale para modulos a direita, de modo que podemos fixar os adjetivos “a
esquerda’ou “a direita” para desenvolvermos nossa teoria. Além disso, se R é um anel
comutativo, entao os conceitos de modulos a direita e de médulos a esquerda coincidem

e, neste caso, escreveremos apenas R-moédulo.

Exemplo 1.2.2. Seja k um corpo. Entao um k-modulo nada mais é do que um k-espaco

vetorial.

Exemplo 1.2.3. Todo grupo abeliano é um Z-modulo.

De fato, se (G, +) é um grupo abeliano (aditivo), entao basta considerar a agdo dada

por:

[ ] OZgZOG
eng=g+g+---+g(nvezes ), sen>0
e ng=(—g)+(—g9)+ -+ (—g)(—n vezes ), se n < 0.

Exemplo 1.2.4. Todo anel é um mddulo sobre si mesmo, tanto a esquerda quanto a

direita, com a acao dada pela propria multiplicacao.
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Com relacao ao exemplo acima, o R-mddulo a esquerda rR é chamado de mddulo
reqular a esquerda, e o R-médulo a direita Rr é chamado de mddulo regular a direita.
Observamos neste momento que se R nao for comutativo, entao a estrutura destes dois
modulos regulares nao precisam necessariamente coincidirem, de modo que muitas vezes
o moédulo regular a esquerda possui uma propriedade que o médulo regular a direita nao

possui e vice-versa. Vamos ver exemplos deste fato mais adiante.

Exemplo 1.2.5. Consideremos S o anel de matrizes n X n com entradas num anel R.
Seja N o conjunto de todas as matrizes n X 1 com entradas em R. Entao N é um grupo
abeliano aditivo com a soma de matrizes. Assim, N torna-se um S-modulo a esquerda
via a multiplicacao usual de matrizes. De modo andlogo se mostra que o conjunto L das

matrizes 1 X n, com entradas em R, € um S-modulo a direita.

O seguinte exemplo é usado livremente no texto.

Exemplo 1.2.6. Sejam R e S anéise f : R — S um homomorfismo de anéis. Entao todo
S-maddulo a esquerda possui uma estrutura de R-modulo a esquerda. De fato, se M é um
S-mddulo a esquerda via uma agao>: S @ M — M, (s,m) — s>m, entdo basta definir
a agao de R em M por-: R M — M, onde r-m := f(r)>m. Note que neste caso,
lg-m= f(lg)pm = lgbm =m, r-(mi+ms) = f(r)>(m1+me) = f(r)>mi+f(r)pme =
r-my+r-mg e query-(room) = f(r)>(f(re)pm) = (f(r1) f(ra)>m = f(rir)em = (rirg)-m,
sempre que r,11,m9 € R, m,my,my € M. Os demais axiomas de definicao de um modulo

sequem do fato que M ¢é um grupo abeliano e da linearidade de f.

Como dito antes, uma vez que estamos estudando moddulos, queremos estudar as
) )
funcoes que preservam esta estrutura e também estudar as subestruturas bem como es-

truturas quocientes dos moédulos. Passaremos a definir estes objetos mais precisamente.

Definicao 1.2.7. Sejam R um anel e M um R-modulo a esquerda. Dizemos que um
subcongunto nao vazio N de M é um submddulo de M (ou um R-submddulo de M), se
(N,4) € um subgrupo de (M,+) e a restricio da a¢ao de R em N induz uma estrutura
de R-modulo em N.

Vamos escrever N < M para dizer que N é um submoédulo de M. O préximo resultado

caracteriza os subconjuntos de um modulo que sao submoédulos deste.

Proposicao 1.2.8. Sejam R um anel, M um R-mddulo a esquerda e N C M. Entao N

¢ um submodulo de M se, e somente se:
(i) 0 € N,
(ZZ) ‘v’nl,ng EN=n +ng € N,
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(i11) Vr € R.ne€ N =rn e N.

A demonstracao da proposicao acima sera deixada como um exercicio. Vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 1.2.9. Os submddulos de um mdédulo reqular a esquerda (resp. a direita) sdo

exatamente os ideais a esquerda (resp. a direita) do anel base.

O exemplo acima nos diz que podemos estudar a estrutura dos ideais de um anel,
estudando a estrutura de submddulos de um médulo. Assim, toda propriedade valida
para mddulos pode ser traduzida para a linguagem de anéis, via ideais a esquerda (ou a
direita).

Exemplo 1.2.10. Os submodulos de um espago vetorial sao evatamente os seus su-

bespacos vetoriais.

Exemplo 1.2.11. Os subgrupos de um grupo abeliano G sao os Z-submaodulos de G.

O préximo exemplo nos da uma receita de como obtermos novos submédulos a partir

de outros ja conhecidos.

Exemplo 1.2.12. Sejam M um R-mddulo a esquerda e F = {N;}ic; uma familia de
R-submddulos de M. ¢ facil verificar que N = N;erN; € um submdduo de M.

Num primeiro curso de algebra linear vemos que a uniao de subespagcos nao é, em geral,
um espacgo vetorial, pois esta nao é fechada para a soma. O mesmo fenomeno ocorre no
contexto de médulos. Assim, tal como no caso dos espacgos vetoriais, nasce o conceito de

submédulo gerado por um conjunto, para contornar este problema.

Definicao 1.2.13. Sejam R um anel, M um R-mddulo a esquerda e K C M. Chamamos
de submodulo de M gerado por K, e denotamos por < K >, ao menor submodulo de M

que contém K.

Do exemplo anterior, se K C gM, entao < K >=N{N < M : N O K}. Afirmamos
que este ultimo conjunto é igual ao conjunto K = {>" rx;:neN,r, e Rex; € K,1<
i < n}. De fato, pois segue facilmente que K é um R-submdédulo de M que contém K, de
onde decorre que < K >C K. Por outro lado, todo submédulo de M que contém K deve

conter todas as somas finitas de multiplos escalares de elementos de K, de onde segue que
KC< K >.

Quando K é um subconjunto finito de M, digamos K = {z1, 23, ..., x, }, vamos escrever
< Ty, %o, ..., T, >, em lugar de < {z1, X9, ..., x,} >, para denotar o submédulo de M gerado

pelo conjunto {xy, z, ..., z,}. Os elementos z1, xs, ..., x, serao chamados de geradores do
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submédulo < K >. Quando K = {y} é um conjunto unitério, entdo diremos que < y >

é um moddulo ciclico.

Mais ainda, dizemos que um médulo M é finitamente gerado, se existir um conjunto
finito {mq, ma, ...,m;} C M tal que M =< my, ma, ..., m; >. Pela argumentacao acima, se
M é um R-moédulo a esquerda e my, mo, ..., m; € M, entao segue que < my, mg, ...,my >=
{Z:Zl rim; :1; € Ry 1 < i <t}, e neste caso, o médulo < my, my, ..., m; > serd denotado
por 2221 Rm,;. Assim, o R-médulo a esquerda ciclico gerado por um elemento z serd
denotado por Rx. Vamos observar neste momento que se R é um anel e x € R, entao
o submédulo ciclico do médulo regular a esquerda (resp. a direita) Rx (resp. zR) é

chamado de ideal principal a esquerda (resp. a direita) de R.

Analogamente, se {V; };c; ¢ uma familia de R-submddulos de um R-mdédulo a esquerda
M, entao o R-submédulo de M gerado por Uie;N; serd denotado por ) .., N; e seus
elementos serao somas finitas de elementos de NV;, quando ¢ percorre o conjunto de indices
I. Quando a familia de submoddulos for finita, escreveremos Ni; + Ny + -+ + N; em
lugar daquela notacao de somatorio. Assim, se N e L sao dois mddulos, teremos que
N+ L={x+y:z € N,y € L} também é um médulo. Quando ocorrer que N N L = 0,
diremos que o modulo soma N + L é uma soma direta de N e L, e escreveremos N & L.

Mais geralmente, temos a seguinte definicao.

Definigao 1.2.14. Seja M um R-mddulo a esquerda e { M;}ier uma familia de submddulos
de M. Entao dizemos que M é a soma direta da familia {M;}icr, e notamos por M =
DierM;, se:

(i) Todo elemento m € M pode ser escrito como uma somam = Y»_._,m;, comm; € M,

iel
e m; =0, exceto para um numero finito de indices.

(ii) M; N (3,4, M,) = 0,¥i € 1.

Uma outra caracterizagao de uma soma direta que pode ser bastante conveniente é

dada no préximo exercicio.

Exercicio 1.2.15. Sejam R um anel e M um R-mdédulo a esquerda. Mostre que M =
DicrM; se, e somente se, todo elemento m € M pode ser escrito de modo unico como
uma soma finita m =Y., m;, com m; € M;, onde m; = 0, exceto para wm nimero finito

de indices.

Esta tultima caracterizacao de soma direta nos permite introduzir o conceito de inde-
pendéncia linear sobre o anel R. Se M é um R-mdédulo a esquerda, entao dizemos que a
familia {m;},c; € M é linearmente independente sobre R se a tinica maneira de escrever
o elemento nulo de M como uma combinacao linear finita de elementos desta familia é to-

. oy k ~
mando os coeficientes todos nulos em R, isto é, se sempre que Zj:1 rym; = 0, entaor; = 0
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para todo 0 < j < k. Pelo exercicio acima, segue que a familia {m;};c; é linearmente

independente sobre R se, e somente se, » ., Rm; = @®;c;Rm;. Conjuntos geradores e

el
linearmente independentes serao chamados de base de um R-mdédulo e um R-moédulo que
possui uma base serd chamado de R-modulo livre. Mais precisamente, temos a seguinte

definicao.

Definicao 1.2.16. Seja L um R-mddulo a esquerda. Dizemos que L é um R-moddulo
livre, se existir uma familia {x;};c; C L linearmente independente tal que L ~ @®;crRx;.

Neste caso, uma tal familia é dita uma R-base de L.

Denotando por RY) o R-médulo livre @, R;, onde R; = R, entdo segue que um R-
médulo & esquerda L é livre, se L ~ RY). Por simplicidade, se I = {iy,4s,...,7;} é um
conjunto finito, entdo escreveremos R* em lugar de RY). A teoria de médulos livres
se aproxima da teoria de espagos vetoriais, mas temos que ter um cuidado mesmo neste
ponto, pois, por exemplo, a cardinalidade das bases de um espaco vetorial é um invariante
do espaco vetorial, chamado de dimensao. No caso de moédulos, é possivel construir um
modulo livre contendo bases com cardinalidades distintas, o que impede de generalizar o
conceito de dimensao de modulos livres pela cardinalidade de uma de suas bases. Anéis
para os quais todas as bases de mdédulos livres possuem a mesma cardinalidade sao anéis
que dizemos possuir a propriedade da tnvariancia de bases e, para estes anéis, podemos
introduzir o conceito de dimensao de um modulo livre pela cardinalidade de uma base
qualquer. Este conceito recebe a denominacgao de posto do médulo livre. Por exemplo,
anéis comutativos possuem a propriedade da invariancia de bases. Uma demonstracao

deste resultado pode ser encontrada em [5] ou [§].

Antes de prosseguir, gostariamos de dizer que nem todo moédulo possui uma base, ou
seja, existem modulos que nao possuem bases. Um exemplo facil de entender é o caso dos
Z-moédulos do tipo M = Z/nZ. Para estes médulos nao existe nenhuma familia nao vazia

que seja linearmente independente sobre Z, como ¢ facil verificar.

Vamos considerar agora as aplicacoes entre modulos que preservam esta estrutura.

Definicao 1.2.17. Sejam R um anel e M, N dois R-modulos a esquerda. Dizemos que
uma funcao f: M — N é um homomorfismo de R-mddulos (ou um R-homomorfismo),

se.

(i) f(my+mg) = f(m1) + f(ma),Vmy,my € M,

(i) f(rm) =rf(m),¥Vr € R,mée M.

Um R-homomorfismo f: M — M é dito um R-endomorfismo.
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Decorre imediatamente da definicao acima que se k é um anel de divisao, entao os
k-homomorfismos sao exatamente as transformacoes k-lineares. Por conta disso, muitas

vezes nos referimos a um R-homomorfismo como uma aplicacao R-linear.

Exemplo 1.2.18. Sejam R um anel e M, N dois R-mddulos a esquerda. Claramente
a aplicagao nula 0 : M — N dada por 0(m) = Ox € um R-homomorfismo. Além disso,
a aplicacdo identidade idy; : M — M também é um R-homomorfismo, como € facil

verificar.

Como no caso de anéis, se f : M — N é um homomorfismo de R-médulos a esquerda,
entao dizemos que f é um monomorfismo se f € injetor; dizemos que f é um epimorfismo
se f é sobrejetor. Por fim, dizemos que f é um isomorfismo se f for bijetor. Podemos

também considerar o nucleo de um R-homomorfismo f : M — N como sendo o conjunto

Nucf:={meM: f(m)=0x}

Como no caso de anéis, podemos enunciar os seguintes resultados. A demonstracao

sera deixada como exercicio ao leitor, por ser completamente andloga aquela feita antes.

Proposicao 1.2.19. Sejam R um anel, M e N dois R-mddulos a esquerda e f : M — N

um R-mddulo. Entao:

(1) f(On) = Ox,

(it) Nuc f é um R-submddulo de M,
(iii) f € um monomorfismo se, e somente se, Nuc f = {0},
(iv) Se M' < M, entao f(M') é um R-submddulo de N,

(v) Se N’ é um R-submddulo de N, entio f~Y(N') é um R-submddulo de M.

Sejam R um anel, M um R-moédulo a esquerda e N um R-submdédulo de M. E f4cil
verificar que a relacao “congruéncia modulo N” define em M uma relacao de equivaléncia,

isto é, a relacao definida por
Ve,ye Mir=yy<x—yeN

é reflexiva, simétrica e transitiva. Vamos denotar a classe de equivaléncia de um elemento
m € M por m. Assim, m=m+ N ={m+x:x € N} C M. Podemos entao induzir,
de modo natural, uma estrutura de R-médulo no conjunto quociente M /N, da seguinte

forma:

RxM/N — MJN

(r,m) — Tm
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Exemplo 1.2.20. Sejam R um anel, M um R-mddulo a esquerda e N um R-submoddulo
de M. Entao a aplicagio 7 : M — M/N, dada por m(m) = m é um R-homomorfismo
cujo nicleo € precisamente N. Chamamos este homomorfismo de projecao candnica em

relacao ao submodulo N.

Neste contexto, podemos também enunciar um teorema de homomorfismos. Note que
s6 foi usada a estrutura aditiva de um anel para mostrarmos o teorema dos homomorfismos
para anéis. Isto permite usarmos a mesma argumentacao de antes para mostrar o préximo
resultado. Porém aqui vamos apresentar uma versao um pouco mais geral daquela feita

antes no contexto de anéis.

Teorema 1.2.21. (Teorema dos homomorfismos) Sejam R um anel e f : M — N um
homomorfismo de R-mddulos & esquerda e K um R-submddulo de M. Se K C Nucf,
entdo existe um R-homomorfismo f - M/K — N, unicamente determinado, tal que

f=fom. Além disso, f é um monomorfismo se, e somente se, K = Nuc f.

O seguinte corolario muitas vezes ¢ enunciado como um segundo teorema de homo-

morfismos.

Corolario 1.2.22. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Se L e N sao dois

submodulos de M, entao
L  L+N
LNN N

Demonstracao. Basta observar que a composicao de homomorfismos L «— L + N —
(L+ N)/N é sobrejetor e seu nicleo é dado exatamente por L N N. O resultado entao

segue pelo Teorema dos Homomorfismos. O

Um fato importante neste ponto é a existéncia de uma correspondéncia biunivoca
entre os submédulos de um médulo quociente M/N e os submédulos de M que contém

N, dadas por
(K<M:KDN—={X: X < M/N},
v

onde ®(K) =7(K) e ¥(X) =7 YX), sendo 7 : M — M/N a projecao candnica.

Vamos incluir neste ponto do texto uma outra caracterizacao de somas diretas via
sequéncias exatas, a qual sera utilizada em uma argumentacao que sera feita mais adiante.

Comecamos com a definicao de sequéncias de médulos e homomorfismos.

Definicao 1.2.23. Seja R um anel. Dados {M;} e {fi : M; — M;1}, familias de R-
modulos a esquerda e R-homomorfismos, respectivamente, chamamos de uma sequéncia

a todo diagrama do tipo
”.fi;>1 i figr



tal que Im f; C Nuc fi1, para todo indice i. Uma sequéncia é dita exata em M;, se
ocorrer Im f; = Nuc f;i11. Além disso, dizemos que uma sequéncia € exata, se ela é exata
em todos os seus modulos. O numero de R-homomorfismos no diagrama acima é dito o

comprimento da sequéncia.

Vejamos alguns exemplos claros.

Exemplo 1.2.24. Sejam R um anel e f : N — M um homomorfismo de R-mddulos a

esquerda. Entao:

(i) A sequéncia 0 — N Ly M ¢ exata se, e somente se, f € um monomorfismo.
(ii) A sequéncia N 5 M =0 ¢ exata se, e somente se, f é um epimorfismo.

(111) A sequéncia 0 — N L M =0 ¢ exata se, e somente se, f € um isomorfismo.

No presente texto, estamos mais interessados nas chamadas sequéncias exatas curtas,

que serao definidas a seguir.

Definicao 1.2.25. Uma sequéncia exata do tipo 0 — A LBS% oo 0, € dita uma

sequéncia exata curta.

Exemplo 1.2.26. Sejam R um anel, M um R-modulo a esquerda e N um R-submddulo
de M. Entao a sequéncia
0— N< M- M/N—Q0,

onde ™ € a projecao canonica, é claramente uma sequéncia exata curta.

Num certo sentido, podemos pensar que toda sequéncia exata curta é desta forma.

Mais precisamente, dada a sequéncia exata curta
T g
0—-A=>B=>C—=0

segue que f é um monomorfismo e g é um epimorfismo. Assim, podemos pensar que A é
um submdédulo de B e que C' é um médulo fator de B, a saber B/A, pois Zm f = Nucg
e, consequentemente, temos A ~Zm f < Be C ~ B/Nucg= B/Im f ~ B/A.

Vamos examinar agora a relacdo entre sequéncias exatas curtas e somas diretas.
Comecamos observando que se M = N @& P como R-médulo a esquerda, entao podemos
definir as aplicagoes canonicas ¢y : N — M, dada por ¢«(n) = n + 0 (inclusao canonica) e
mp: M — P, dada por m(n + p) = p, paran € N e p € P (projecao candnica). Assim,

vemos claramente que a sequéncia curta abaixo é exata:

0>NS>SMSP—0.
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O préximo exemplo mostra que a reciproca deste fato nao vale em geral.

Exemplo 1.2.27. A sequéncia de Z-mddulos abaizo é exata

0—=2Z—7Z—Z/2Z — 0

mas, no entanto, 7 % 27, & 7./27, como Z-mddulo.
Pode-se entao questionar sob quais condigoes esta reciproca é verdadeira. O préoximo
resultado responde esta questao.

Proposicao 1.2.28. Sejam R um anel. Consideremos a sequéncia exata curta de R-
modulos a esquerda
0oNL ML poo

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) M ~N & P;
(ii) Existe um R-homomorfismo v : M — N, tal que 1o f = idy;

(111) Existe um R-homomorfismo ¢ : P — M, tal que go ¢ = Idp.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar a equivaléncia (i) < (i7). A equivaléncia (i) < (7i7) pode
ser mostrada com uma argumentacao semelhante e serd deixada ao leitor.

(1) = (ii) Como f é injetora, segue que N ~Zm f e assim, M ~ NG P ~Tm f & P.
Desta forma, dado m € M, temos m = my + msy, com my € Imf e mg € P. Da
injetividade de f segue que existe inico n € N tal que f(n) = my. Definimos entao
Y : M — N, por ¢(m) = n. E facil ver que 1 estd bem definida e é um R-homomorfismo.
Mais ainda, para todo n € N, temos que f(n) se escreve unicamente como f(n)+ 0 €

Im f @ P, de onde segue que

wo f(n) =¢(f(n)) = ¢(f(n)+0) =n=idy(n)

como queriamos mostrar.

(7i) = (i) Suponhamos que exista ¥ : M — N tal que 1 o f = idy. Afirmamos que
neste caso, M =Zm f & Nuct. De fato, pois se m € M, tomamos = = f(¢(m)) € M

e consideramos y = m — x € M. Segue entao que

ou seja, y € Nuci. Logo, m =z +y € Im f+ Nuctp. Além disso, se z € Im f N Nuc),
segue que existe n € N tal que f(n) = z e, consequentemente, n = ¥ o f(n) = ¢(z) =0,
de onde decorre que z = 0. Portanto, M = Zm f & Nuc1.
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Como [ é injetiva, temos que N ~ Zm f. Resta mostrar agora que P ~ Nucv. De

fato, basta observar que

P M Imf®Nucy

~ Nucg T | ~ Nuci.

]

Uma sequéncia exata curta que satisfaz (i) (equivalentemente, que satisfaz (iii)) na
Proposicao acima é dita uma sequéncia exata curta que cinde. As aplicagoes 1) e ¢ acima
sao muitas vezes chamadas de cisao da sequéncia. Com esta nova nomenclatura, segue

que M ~ N & P se, e somente se, a sequéncia
0NL ML P

cinde. Como uma aplicacao do que fizemos acima, temos o seguinte resultado.

Um outro conceito importante na teoria de modulos, e que sera usado mais adiante, é o
conceito de bimédulo. Essencialmente, um bimédulo ¢ um grupo abeliano que possui uma
estrutura de modulo a esquerda sobre um anel e uma estrutura de modulo a direita sobre
possivelmente outro anel, de modo que estas estruturas respeitam uma certa condicao

natural de compatibilidade. Mais precisamente, temos o seguinte conceito.

Definicao 1.2.29. Sejam R e S dois anéis e M um grupo abeliano. Dizemos que M é
um (R, S)-bimddulo, se:

(i) M € um R-mddulo a esquerda e um S-mddulo a direita.

(ii) Para todosr € R,s € S em € M, vale que (rm)s = r(ms).

Muitas vezes escrevemos rMg, para indicar que M é um (R, S)-bimédulo. Quando

R =S, dizemos apenas que M é um R-bimédulo.

Exemplo 1.2.30. Seja R um anel. A associatividade da multiplicacdo garante que os

ideais bilaterais de R sao exemplos naturais de R-bimaodulos.

Exemplo 1.2.31. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Consideremos S =

Endgr(M), o anel dos R-endomorfismos de M. Afirmamos que M possui uma estrutura
de (R, S)-bimddulo.

De fato, para ver isto, basta definir uma acao de S a direita de M, por

m < f:=(m)f

22



onde m € M, f € S e o argumento de um operador R-linear esta escrito a esquerda
do operador, para facilitar a regra da composicao de funcoes. Note que neste caso, se
me Me f,g €S, entao escrevemos (m <« f) €4 g = ((m)f)g = (m)f o g, para indicar
que aplicamos primeiro f e depois g, em analogia com o que se faz quando se escreve os
argumentos a direita das funcoes: a primeira funcao a ser aplicada é aquela mais proxima

do argumento.

Assim, ¢ facil verificar que M é de fato um S-médulo a direita. Além disso, temos

(r-m) @ f=(rm)f=r((mf)) =r-(maf)

e temos que M é um (R, S)-bimédulo.

Como uma aplicacao dos bimdédulos, podemos construir exemplos de anéis cujo reti-
culado de ideais a direita é completamente diferente do reticulado dos ideais a esquerda.
Sejam R e S dois anéis e consideremos M um (R, S)-bimédulo. Usando operagoes matri-

ciais, podemos definir um anel da forma

not ([ R M
T:t<0 5’)::{(8 m) 27“€R,m€M,S€S}
s

1 0O

1s

I M R M
T e Q. T.
(03] (0 7))

Além destes, é possivel encontrar outros ideais tanto a esquerda como a direita de T,

que é um anel com unidade 17 = ( ) Se tomamos [ <; R e J <, S, entao se

verifica que

mas isto foge um pouco dos nossos propositos. Portanto, a familia de ideais a esquerda

de T pode ter propriedades que a familia de ideais a direita de T nao as tém.

1.3 Produto tensorial

Num certo sentido, podemos pensar a soma direta de médulos como uma operacgao de
soma de moédulos. Queremos introduzir agora um modulo que simule uma operagao de
multiplicagao. Isto sera feito introduzindo a nogao de produto tensorial de médulos. Para
facilitar nosso entendimento, vamos primeiro tratar o caso de moédulos sobre anéis comu-
tativos e depois, estenderemos esta nogao para o caso de anéis nao comutativos. Primeiro,
vamos fazer uma discussao menos formal para dar uma ideia do que estamos querendo
definir e depois faremos uma definigao formal do produto tensorial via uma propriedade

universal. Discutiremos sua existéncia, unicidade e algumas de suas propriedades que
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serao uteis no desenvolvimento deste texto.

Seja R um anel comutativo com unidade. Consideremos M e N dois R-mddulos e
sejam {m; }ier € {n;};es duas familias de geradores dos médulos M e N, respectivamente.
Vamos definir o produto tensorial de M e N sobre R, como sendo o R-médulo M ®r N
gerado por todos os simbolos m; ®n;, onde i € I, j € J, sujeito a algumas relacoes. Como
estamos querendo simular uma multiplicacao de mddulos, ou seja, definir uma aplicacao
M x N +— M ®r N que possua as propriedades da multiplicacao, precisamos exigir que

valham as seguintes relagoes:

e (M1 +m2)@n=m; @n~+my@n,Ymy,my € M,¥n € N,
e m® (ny+mng) =men; +m®Qng,Vni,ng € N,¥Ym € M,
o (rm)®@n=r(m®n),Vr € R,Ym e M,Vn € N,

e m® (rn)=r(men),Vr € R,.Ym e M,Vn € N.

Examinemos inicialmente o caso particular de espacgos vetoriais finito-dimensionais.
Por simplicidade, consideremos U e V' k-espagos vetoriais de dimensao 2. Fixando {uy, us}
e {v1,v2} bases de U e V, respectivamente, obtemos que U ®g V' é o k-espago vetorial
gerado por {u; ® vy, Uy ® Vg, Uy ® vy, Uy @ V2 }. Vamos assumir que estes simbolos u; @ v,
sao linearmente independentes sobre k (mais tarde veremos que isto sempre acontece), de
modo que o conjunto {u; ® v;} seja uma k-base de U ®y V. Desta forma, U ®, V' é um
k-espaco vetorial de dimensao 4, cujos elementos sao da forma ai1u; ® v1 + ajpu; ® vy +
91U ® V1 + Aoy @ v9.. Por exemplo, se u = u; —us € U e v = v + 209 € V, entao o

elemento u @ v € U @ V pode ser escrito na base B := {u; ® v;} da forma

uv = (u; —ug) ® (v1 + 2v)
= U1®’U1+2(U1®’U2)—UQ®U1—2<U2®Ug)

Para ver que a escolha de base nao é importante aqui, suponhamos B’ = {v}, v} uma

base de V. Assim, v] = a1v; + anvs € vy = S1v; + Pave. Portanto, a matriz

a
[ A
ay o
¢ a matriz mudanga de base, da base {v],v}} para a base {vy,v2}, de onde segue que
041/32 - 610&2 7é 0. Além diSSO,

M_1 _ 1 [ 52 _ﬁl ]

04152 - 5102 — Qg aq
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. : A
¢ a matriz mudanga de base, de base {v1,vs} para a base {v], v}}.

Como as coordenadas de v na base {v], vy} sao dadas por

Ba — 261

1 Ba =P L] det M
a1By — frag | —ay o 2 B

—Qg + 2@1
det M

onde det M = a1 35 — Pran € o determinante de M.

Dos calculos acima segue que u ® v pode ser escrito da forma

52_251 / _a2+2a1 /
(w1 u2)®( det M nt det M !

ou seja,
ﬁz — 261 / — Q9 + 20(1 ’ 62 — 2ﬁ1 ’ (67) + 20[1 /
dot 2 O ey (@) = gy e @) = gy (e @)

Substituindo agora, nesta tltima expressdo, v} e v) por suas escritas na base {vy, va},

a saber, v] = a1v; + agvy e v = B1u; + Pavs, reobtemos que
u®v=(u1 @vy) +2(u; @ v2) — (u2 @ v1) — 2(uz  vy)

mostrando que estes calculos nao dependem da escolha das bases dos espacos vetoriais.

No caso de R-médulos, nao podemos fazer a definicao de produto tensorial via bases,
pois elas nem sempre existem. Vamos entao definir o produto tensorial via uma proprie-
dade universal. Para enunciarmos esta dita propriedade, vamos fazer uso das aplicagoes

bilineares.
Definicao 1.3.1. Sejam R uma anel comutativo e M, N, L R-mddulos. Uma aplicagao

p: M x N — L é dita bilinear, se ¢ € linear em cada varidavel, isto €,

(Z) ¢<m1+m27n) = @(ml,n> +¢(m2an) € QO(T’.m,n) = T.go(m,n),Vm, may, Mo S Mvn S
N,r € R

(ii) p(m,ny + na) = p(m,ny) + @(m,ny) e p(m,r.n) = r.p(m,n),Ym € M,n,ny,ny €
N,r € R
Antes de prosseguir, vejamos alguns exemplos de aplicacoes bilineares.

Exemplo 1.3.2. (1) A multiplicagio em R, m : R x R — R dada por m(a,b) = ab, é
bilinear. Mais geralmente, a ac¢ao de R em um modulo M, - : R x M — M dada por

(r,m) w— r-m, € bilinear.
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(2) Se U eV sao R-espagos vetoriais, entao o produto interno <, >: U x V — R,
dado por (u,v) =< u,v > € bilinear.

(3) Se M,N,L e P sao R-mddulos, ¢ : M x N — L é uma aplicagio bilinear e
¢ : L — P é uma aplicagdo linear (um R-homomorfismo de médulos), entdo a composta
pow: M XN — P é uma aplicagcao bilinear. Este exemplo serd importante mais adiante
e entao vamos verificar esta afirmacdo. Sejam m,my,my € M, n € N er € R. Vamos

mostrar que a composta ¢pop € linear na primeira varidvel. De fato, pois neste caso temos

Qb © (p(ml + ma, Tl) = (b(@(mla n) + So(m% n))
= ¢(p(m,n)) + ¢(p(mz, n))
= ¢op(mi,n)+¢op(ms,n)

¢O(:0(T'm7n> = gb(r'@(mvn))
= 1 (¢(p(m,n)))
= - (QSOSO(man))

A linearidade na sequnda varidvel é mostrada de forma andloga.

A bilinearidade pode facilmente ser generalizada para a multilinearidade. Sejam
My, My, ..., M}, N R-médulos. Dizemos que uma aplicacao ¢ : My X My X --- X My — N
¢ multilinear, se ¢ ¢ linear em cada varidvel. O determinante de uma matriz n X n é uma

funcao multilinear de suas colunas, por exemplo.

Num certo sentido, a bilinearidade traduz as propriedades que estamos procurando
para definirmos nosso médulo que simularia a multiplicacdo de modulos. Note que o
Exemplo M(?)) ensina como produzir novas aplicacoes bilineares a partir de uma conhe-

cida. Vamos usar esta ideia para enunciar a propriedade universal do produto tensorial.

Propriedade Universal do Produto Tensorial. Sejam M e N R-mddulos. De-
finimos o produto tensorial de M e N sobre R como sendo um R-mddulo T juntamente
com uma aplicacao bilinear ¢ : M x N — T de modo que para toda aplicacao bilinear
f:MxN — L, onde L é um R-modulo qualquer, existe uma unica aplicacao linear
¢:T — L tal que f = ¢ o .

Vamos ver agora que esta propriedade define um R-médulo de forma tinica (a menos

de isomorfismos). Comegamos pela unicidade.

Unicidade do Produto Tensorial. Suponhamos que (T, ¢) e (17, ¢') sao dois R-

modulos munidos das respectivas aplicacoes bilineares satisfazendo a propriedade universal
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acima, para os R-modulos M e N. Entao devem existir nicas aplicagoes R-lineares

f:T—T e f :T — T tais que o diagrama abaixo comuta.

MxNZ -~ T
A

NAlED;
@’ iy

T/

Da universalidade do par (7, ¢), segue que g o f = idpr, uma vez que idy satisfaz
também a propriedade. Analogamente, da universalidade do par (77, ¢') segue que fog =
idp:. Portanto, devemos ter T'~ T" e, caso exista, uma solucao da propriedade universal

é unicamente determinada a menos de isomorfismos.

Existéncia do Produto Tensorial. Dados M e N dois R-moédulos, vamos definir o

produto tensorial de M e N sobre R como sendo o R-médulo M ®r N da seguinte forma:
M x N
M ®gr N é o R-mbédulo quociente %, onde () é o R-submédulo de M x N =M & N

gerado por todos os elementos da forma (my 4+ mg,n) — (my,n) — (me,n), (M, g + ng) —
(m,nq1)—(m,ns), (r-m,n)—r-(m,n), (m,r-n)—r-(m,n), (r-m,n)—(m,r-n). Para facilitar

- ) M x N
a notagao, vamos denotar a classe de um elemento (m,n) € M x N no quociente

M x N
Q

estd definida por ¢(m,n) = m ® n, satisfaz a propriedade universal desejada. A primeira

por m®mn. Vamos mostrar agora que (M @z N =

,0),onde o : M x N — M®N

coisa a observar neste sentido é que ¢ é de fato uma aplicacao bilinear de M x N em
M ® N (exercicio). Note que o quociente foi definido de tal forma que ¢ se torne uma

aplicagao bilinear.

Seja f : M x N — P uma aplicacao bilinear. Vamos definir ¢ : M ®z N — P da
seguinte forma: dados m € M e n € N, definimos ¢(m ® n) = f(m,n). Para ver que
¢ estd bem definida, basta verificar que Q@ C Nuc f, pelo Teorema de Homomorfismos.
De fato, segue da bilinearidade de f que f(my + ma,n) = f(mq,n) + f(me,n), ou seja,
f((my+mg,n) — (my,n) — (mg,n)) = 0. Analogamente, mostramos que f((m,n; +ny) —
(m,ny) — (myng)) = 0, f((r-m,n) —r-(m,n)) =0, f((m,r-n) —r-(m,n)) =0e

f((r-m,n)— (m,r-n)) =0, mostrando que D C Nuc f, como querfamos.

A linearidade de ¢ segue imediatamente da bilinearidade de f, pois ¢(r - (m ® n) +
(m' @n') = f(r-(m,n)+ (m',n)) =r- f(m,n)+ f(m',n) =r-¢(m@n)+ o(m' @n),
para todos r € R, m,m’ € M e n,n’ € N. Por construcao, temos que f = ¢ o ¢. Falta,

portanto, mostrar que ¢ esta unicamente determinada.

Suponhamos que g : M ® g N — P seja uma aplicagao R-linear tal que f = gop. Mas
entdo devemos ter g(m ®@n) = g(p(m,n)) = f(m,n) = ¢(m @n). Como g e ¢ coincidem
sobre todos os geradores de M ®pr N, segue que estas aplicagoes coincidem em todo o

R-médulo M ®gz N, ou seja, temos g = ¢.
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Se denotarmos o conjunto de todas as aplicagoes R-bilineares de M x N em P por

Bilgr(M x N, P), entao o diagrama comutativo

M x N—2-M®r N

d EY
\

nos diz que existe uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos Bilg(M x N, P)
e Homgr(M ®r N, P). Num certo sentido, isto nos diz que o produto tensorial de M e N

sobre R representa as aplicagoes bilineares de M x N.

Antes de vermos alguns exemplos, vamos fazer algumas observacoes sobre os elementos
de um produto tensorial, que podem ser deduzidos a partir da propriedade universal do

produto tensorial.

e Sex € M®grN, entao x é uma soma finita da forma m; ®@ni+mo@no+- - - QM R ny.
De fato, pois segue da defini¢ao de produto tensorial que seus elementos sao gerados
por elementos da forma r-(m®n), comr € R,m € M en € N. Comor-(m®n) =
(r-m)®mner-mée M, aférmula acima fica clara. Os elementos da forma m ® n

sao muitas vezes chamados de tensores bdsicos.

e Se M é um R-médulo gerado por {m;}ic; € N é um R-mdédulo gerado por {n;};ec,
entdo o produto tensorial M ®r N é um R-mdédulo gerado por {m; ® nj}(i’j)ejxj.
De fato, pois se m € M e n € N, entao temos que mezl am; en = 22:1 Bin;.
Assim, m®@n = <Zf:1 aimi) ® <Z§.:1 ﬁjnj>. Usando a bilinearidade de ®, obtemos
que m @ n = Z” a;Bj(m; ® n;). Como todo elemento de M ®p N é uma soma

finita de tensores basicos, segue que M @ N é gerado por {m; ® nj}(m)efw.

e Em M ®z N, temos que m® 0 =0e 0®n = 0. De fato, isto decorre do fato que
para toda aplicagao bilinear b definida em M x N, temos b(m,0) = 0 = b(0,n).

e Um tensor basico m ®n é nulo em M ®g N se, e somente se, toda aplicacao bilinear
definida em M x N se anula em (m,n). Assim, nao é ficil mostrarmos que um
elemento de um produto tensorial é nulo. Por outro lado, se queremos mostrar que
um determinado elemento da forma m®n de M ® g N nao é nulo, basta encontrarmos

um R-médulo P e uma aplicagao bilinear b: M x N — P tal que b(m,n) # 0.

e Seguindo a ideia anterior, o produto tensorial M ®r N é o R-médulo nulo se, e
somente se, toda aplicagao bilinear de M x N em qualquer R-moédulo P é nula.

Veremos exemplos de uma tal situagao adiante.

o Sejam x,y € M ®r N. Assim, devemos ter x = Zle m;, @mn; ey = 22:1 m) @

l

n’;. Entdo, © = y se, e somente se, Zle b(m;,n;) = Zj:1 b(m;,n;), para toda
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a aplicacao bilinear b definida em M x N. Portanto, x = 0 se, e somente se,

Zle b(m,n) = 0 para toda a aplicagao bilinear definida em M x N.

As observacoes acima nos dao uma ideia de que trabalhar com elementos de um pro-
duto tensorial é um tanto complicado. Por este motivo, as principais propriedades do
produto tensorial sao mostradas a partir de sua propriedade universal, como veremos

adiante.

Vejamos agora alguns exemplos de produto tensorial.

Exemplo 1.3.3. (1) Sejam M um R-mddulo livre com base {e;}ic; ¢ N um R-mddulo
livre com base { f;};jes. Entao o produto tensorial M @r N € o R-mddulo livre com base
{e; ® fj}(m)g”. Se M ou N é o modulo nulo, entao o resultado € trivial. Suponhamos
entao que ambos M e N sao R-mddulos livres nao nulos. Consideremos {e;} uma base
de M e {f;} uma base de N. Ja sabemos que o produto tensorial é gerado pela familia
{e; ® f;}. Vamos mstrar agora que esta familia € linearmente independente sobre R.
Consideremos entao uma combinagao linear finita nula Zw rij(e; ® f;) = 0. Fizemos
i€l eje J tais que r;; # 0 e consideremos a aplicagcdo bilinear bj; + M x N — R
definida por b;;(m,n) = «;fj, onde m = >, axep, € M e N =Y, B fi. Da propriedade
universal do produto tensorial seque que existe unica aplicagao linear ¢ : M @r N — R

dada por ¢(m @ n) = b;;(m,n), fazendo o diagrama abaizo comutar

MxN—2-MezN

\ ¢m
\

Assim, temos ¢ii(e; @ fij) = 1 e ¢ii(er @ fi) = 0, sempre que (k,l) # (i,7). Mas entao
devemos ter 0 = ¢;;(> ;. Tlex ® fi)) = 1ij, uma contradi¢do. Esta contradigdo implica

que a familia {e; ® f;}ajyerxs € linearmente independente sobre R.

(2) Sejam m,n € Z. Entio Z/mZ ®Qz Z/nZ ~ 7Z/dZ, como grupos abelianos ou,
equivalentemente, como Z-mddulos, onde d = mdc(m,n). De fato, pois temos que 1 ® 1
gera o grupo abeliano Z/mZ @z Z/nZ. Portanto, como m(1®@1)=ml®1=0®1=0c¢
n(1®1) = 1@nl = 10 = 0, seque que a ordem do grupo abeliano Z/mZRzZ/nZ divide m
en, isto é, a ordem de Z/mZ Ry Z/nZ divide d, ou seja, #(Z/mL Ry Z/nZ) < d. Para ver
a desigualdade no outro sentido, basta considerar a aplica¢ao bilinear b : Z/mZ X Z/nZ —
Z/dZ dada por b(x (mod m),y (mod n)) = zy (mod d). A propriedade universal do

produto tensorial vai garantir que existe unica aplicagao Z-linear ¢ : Z/mZ Qg L/nZ —
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Z/dZ que faz o diagrama abaizo comutar

Z)mZ x7 Z/nl. — L]/ mZ Rz, L] nZ

\¢

y
7.)d7Z

Neste caso, temos ¢(x®y) = xy. Dado z (mod d) € Z/dZ, seque que z = ¢(z (mod m)®
1), ou seja, ¢ € sobrejetora, de onde se conclui que #(Z/mZ Rz Z/nZ) > d. Portanto,
o grupo abeliano Z/mZ gz, Z/nZ é um grupo ciclico (gerado por 1®1) com ordem d, ou
seja, Z/mZ Qg /07 ~ 7.]dZ, como afirmado antes.

(3) Como um subexemplo do caso anterior, seque que Z/37 ®z Z/5Z = 0, pois
mdc(3,5) = 1. Note que isto implica que nao existe nenhuma aplica¢ao Z-bilinear ndao nula
definida de Z/3Z®zZ /57 em qualquer grupo abeliano. Isto pode ser mostrado diretamente,
pois se b : /3L @z Z/57Z — G é uma aplicagdao bilinear, onde G € um grupo abeliano
qualquer, entao temos 3b(x,y) = b(3x,y) = b(0,y) = 0 e 5b(z,y) = b(x,5y) = b(x,0) = 0.
Da bilinearidade de b seque que se x,y € 3Z+5Z = 7 entao b(x (mod 3),y (mod 5)) =0,
ou seja, b € identicamente nula. O mesmo argumento pode ser repetido no caso em que

mde(m,n) = 1.

Vamos agora discutir algumas das propriedades do produto tensorial que nos serao
uteis mais a frente. Todas as propriedades abaixo sao obtidas como uma consequéncia

direta da propriedade universal do produto tensorial.

Proposicao 1.3.4. Sejam R um anel comutativo, M, N e K R-mddulos. Entao:

(i) M ®r R~ M,
(11i)) (M @r N) ®r K ~ M ®g (N ®r K),

(iv) M @r(N@® K)~(M®rN)®(MegK).

Demonstracao. Sabemos que a acao f : M x R — M é uma aplicacao bilinear. Portanto,
a propriedade universal do produto tensorial garante que existe uma unica aplicacao R-
linear f: M ®p R — M dada por f(m®7r)=m-r. Sem®r € Nuc f, entdiom-r =0 e
segue que 0 = (m-7r) ® lg = m®7, e f é injetora. Claramente, f é sobrejetora, pois se

m € M, entdao m =m -1z = f(m ® 1g). Isto mostra (i).

Considere agora a aplica¢ao g : M x N — N ® M definida por g(m,n) = n®@m. E f4cil
verificar que g é uma aplicacao R-bilinear de M x N em N®M . A propriedade universal do

produto tensorial entao garante que existe uma tinica aplicacao linear g : MQN — NQM,
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tal que g(m ® n) = n ® m. De modo andlogo, se mostra que existe uma tunica aplicacao
R-linear h: N®@ M — M ® N tal que h(n ® m) = m ® n. Agora basta observar que g e

h assim definidas sao a inversa uma da outra para obter (ii).

Para mostrar (iii), comeg¢amos definindo a aplicagdo f: M X N x K - M ® (N ® K)
definida por (m,n, k) Lome (n ® K), a qual é trilinear. Assim, para cada k € K,
fica definida uma aplicagao bilinear f, : M x N - M ® (N ® K) dada por fiy(m,n) =
m ® (n ® k). Aplicando a propriedade universal do produto tensorial para esta tltima
aplicacdo, obtemos que existe uma tnica aplicacdo R-linear f, : M @ N — M ® (N ® K)
dada por fy(m ®n) =m® (n ® k), para cada k € K. Agora consideremos a aplicacio
g: (M®N)x K - M® (N®K), dada por g((m ®n)), k) := fi(m ®n). Assim, g é
linear na primeira varidvel, pois f; o é. Vamos ver que g também é linear na segunda
variavel. De fato, pois se fixamos x € M ® N, digamos z = ) . m; ® n,; (uma soma finita)

e k. k' € K, entao temos

9ok + k) = Fow(Q mi@n) = frw(m ©n)

= > (mien)@k+E)=> (men)@k+(men)@K)

i i

= Zﬁ(mz' ®n;) + fo(m; @ n;) = E(Z m; @ n;) + E(Z m; & ny;)

= g(ZB, k) + g(ka,)

Além disso, se r € R, entao

g(z,r-k) = frk (Zmz®nz> IZ(mi®ni)®r~k

7

= r. (Z(mz®nz)®k’> :T'ﬁ(x)

(2

= r-g(z,k)

Assim, aplicando a propriedade universal do produto tensorial, obtemos que existe uma
tnica aplicagdo R-linear g: (M @ N) @ K - M ® (N ® K) tal que g(m ®n) ® k) =
m® (n® k). De modo completamente andlogo se mostra que existe uma tnica aplicagao
R-linear h : M ® (N® K) - (M @ N) ® K tal que h(m ® (n®k)) = (m®@n) ® k.
Portanto, para obter o resultado desejado, basta verificar que § e h assim definidas séo

inversas uma da outra.

Para finalizar nossa prova, falta mostrar (iv), o qual serda deixado como exercicio para

o leitor. []

Note que na demonstracao de (iii) da Proposigdo acima precisamos trabalhar com
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vérias aplicagoes bilineares, diferente do que ocorreu em (i) ou (ii). Este fato ocorre
porque um tensor basico de (M ® N)® K nao é da forma (m®n)®k, comm € M,n € N
e k € K. De fato, tensores elementares de (M ® N) ® K sao da forma z ® k, com
r € M®N eke K. Agora observe que x nao precisa ser da forma r = m ® n. Entao,
nao podemos simplificar o argumento, construindo uma funcgao linear apenas nos tensores

bésicos da forma (m ® n) ® k e depois estender por linearidade.

O isomorfismo 7 : M ® N ~ N ® M dado por 7(m®n) = n®m construido em (i) da

Proposicao acima serd chamado de morfismo twist ou morfismo flip no decorrer do texto.

O produto tensorial também pode ser definido para morfismos, como mostra o préximo

resultado.

Proposigao 1.3.5. Sejam R um anel comutativo, f : M — M', g : N - N' R-
homomorfismos. Entio f @ g : M g N — M’ @ N', definida por f @ g(m @ n) =
f(m)®g(n), e estendida por distributividade, estd bem definida e € um R-homomorfismo

de mddulos.

Demonstracao. De fato, basta observar que a aplicacdo f x g : M x N — M' ®@r N’
definida por (f x g)(m,n) := f(m) ® g(n) ¢ uma aplicacdo R-bilinear. A propriedade
universal do produto tensorial vai entao garantir que f x g induz uma aplicacao R-linear
f@g:m@n— f(m)®g(n). =

Usando aplicagoes multilineares em lugar de bilineares, podemos repetir nossa cons-
trucdo e definir o produto tensorial ®;crM; de uma familia de R-mdédulos {M;}ier. A
auséncia de parenteses na escrita M; ® My ® --- ® M, se da pela associatividade do

produto tensorial.

Para o caso geral, onde consideramos R um anel nao necessariamente comutativo,
precisamos fazer alguns ajustes necesséarios, pois se quisermos trabalhar com aplicacoes
bilineares, teremos uma inconsisténcia com a nao comutatividade de R. Mais precisa-
mente, seja b uma aplicacao bilinear definida em M x N, r,s € R, m € M en € N,
entao deveriamos ter (rs)-b(m,n) =1r-(s-b(m,n)) =s-b(r-m,n) =b(r-m,s-n) =
r-(b(m,s-n))=s-(r-(b(m,n))) = (sr)-b(m,n). Como tanto a forma bilinear quanto os
R-modulos e os elementos neste argumento acima sao tomados arbitrarios, isto implicaria
que rs = sr em R, contrariando a nao comutatividade de R. Entao precisamos considerar

uma forma mais fraca de bilinearidade nesta situacao.

Definigao 1.3.6. Sejam R um anel, M um R-mddulo a direita e N um R-mddulo a

esquerda. Dizemos que uma aplicagcao ¢ : M X N é R-balanceada, se:

(i) (mi +mg,n) = p(my,n) + @(ma,n),
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(i3) p(m,ny +nz) = p(m,n1) + p(m, na),
(111) p(mr,n) = p(m,rn).

Agora, trabalhando com aplicacoes R-balanceadas em lugar de aplicagoes R-bilineares
e considerando () o subgrupo do grupo abeliano M x N ~ M & N, gerado por todos
os elementos da forma (my + ma,n) — (my,n) — (ma,n), (m,ny + na) — (M, ny) — (M, ny)
e (mr,n) — (m,rn), podemos repetir toda construcao feita acima para obter o produto

tensorial de M e N sobre R, onde M é um R-mdédulo a direita e N é um R-mddulo

M x N
a esquerda. Esta construcao produz M ®r N :=

como um grupo abeliano.
Para que M ®gr N se torne um moédulo é preciso trabalhar com M ou N sendo um
bimédulo. Assim, se R e S s@o dois anéis, M é um (.S, R)-bimédulo e N é um R-mé6dulo
a esquerda, entao o grupo abeliano M ®r N se torna um S-bimédulo a esquerda via a
acao s+ (m®n) = (s-m) ®n, como é facil verificar. De modo andlogo, se N é um
(R, S)-bimoédulo e M é um R-médulo a direita, entdo o grupo abeliano M ®z N se torna

um S-médulo a direita via a agdo (m®@n)-s=m® (n-s).

Neste contexto mais geral também podemos mostrar um resultado andlogo ao obtido
na Proposicao [1.3.4] cuja demonstracao é praticamente a mesma de antes, tomando-se
aplicacoes balanceadas em lugar das bilineares. Para registro e futuras referéncias, vamos

enuncia-lo aqui.

Proposicao 1.3.7. Sejam R, S um anéis, M, N e K R-mddulos ou S-maodulos, de acordo

com a necessidade. Entao:

(i) M @p R~ M,
(11i)) (M @r N)®s K ~ M ®@p (N ®g K),

(iv) M @r(N® K)~(M®rN)® (MegK).

Para os propdsitos deste texto, o produto tensorial sera considerado quase que sempre

entre espagos vetoriais. Vamos entao discutir um pouco este tipo de produto tensorial.

Definicao 1.3.8. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre um corpo k e x € U ®; V.
Se v = 0, entao definimos o posto de x como sendo postox = 0. Se x # 0, entdao
definimos o posto de x como sendo postox =1, onde r € o menor inteiro positivo tal que
r=Y uQuecU®V.

O préximo resultado nos diz como calcular o posto de um elemento em um produto

tensorial.
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Proposigao 1.3.9. Sejam U e V k-espagos vetoriais e 0 #x =Y u; Qu; € U V.

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) r = postozx.

(ii) Os conjuntos {u;} e {v;} sao linearmente independentes sobre k.

Demonstracao. (i) = (ii) Seja r = postox. Se {ui,...,u,} é linearmente dependente
sobre k, entao r > 1 e existe um vetor u; que pode ser escrito como uma combinagao
linear dos demais. Sem perda de generalidade, podemos assumir que j = r. Escrevendo

—1
u, =y ., ;u;, obtemos que
.
r = E U; Q v;
i—1
r—1 r—1
= E u; @ v; + 5 (u;) ® vy
i=1 =1
r—1
= E u; @ (v; + a;vy)
i=1

o que contraria a minimalidade de r. Portanto, {u;} é linearmente independente sobre k.

Analogamente, mostramos que {v;} ¢ linearmente independente sobre k.

(1) = (i) Suponhamos que os conjuntos {u;} e {v;} sdo linearmente independente
sobre k e seja 1’ = postox. Assim, devemos ter r = Z;lzl w; @v; € U@V com 1’ <.
Fixamos agora k € {1,2,...,r}. Da independéncia linear do conjunto {u;}, segue que
existe um funcional linear f € U* tal que f(uy) = 1 e f(u;) =0, se j # k. Aplicando

entao f ® idy em x, usando ambas as representacoes de x, obtemos

(f® idv)(z u; @ v;) = (f @idy)(x) = (f ®idv)(z u; @ v))

ou seja,

v = ()0 € Ger {v], ), vl

e, portanto, temos r < 7/, pois {vq, vy, ..., v} é linearmente independente por hipdtese

(lembre que todo subconjunto com mais de " vetores em W := {Ger {v],v},...,v.} é

ey Up

linearmente dependente sobre k). Portanto, r = 7’ e a demonstragao estd finalizada. [

Este resultado tem a seguinte consequéncia importante.

Corolario 1.3.10. Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo k. Entao a aplica¢ao
k-linear p : U* @ V. — Homy (U, V') definida por o(f @ v) = f, : u— f(u)v, para todo
feUveV euelU, e estendido por linearidade, € injetora.
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Demonstracao. Consideremos x € U* ®x V' um elemento nao nulo. Entao podemos es-
crever x =y ., f; ® v;, onde r = postox. Suponhamos por contradicao que ¢(z) =0 €
Homy (U, V). Como o conjunto {vy,...,v,} é linearmente independente, segue que dado

u € U, temos
0=p(x) =Y fi(uv
i=1

de onde segue que f;(u) = 0, para todo 1 < i < r. Como u € U foi tomado arbitrario,
obtemos que f; é a aplicacao nula, para todo 1 < ¢ < r, de onde segue que z = 0. Esta

contradigao nos diz que Nucy = {0}, ou seja, ¢ é injetora. O

Podemos dizer mais sobre a aplicacao ¢ dada acima. Lembremos que se f: U — V é
uma aplicacao k-linear, entao definimos o posto de f como sendo a dimensao da imagem
de f em V', ou seja, posto f = dimyZm f. Mantendo as hipéteses e notacoes da Corolario
acima, podemos mostrar que se x € U*®y V' é um elemento de posto r, entdao posto p(x) =
r. De fato, pois neste caso, podemos escrever z = | | f; ® v;, onde {f;} e {v;} s@o
conjuntos linearmente independentes. Como p(x) = Y1, fi(x)v;, segue que Zm¢(z) €
Ger {vy, vy, ...,v.} C V. Logo, postop(z) = s < r. Seja B, := {wy,ws,...,ws} uma base
de Zm p(z). Da algebra linear segue que existem funcionais lineares g1, go, ..., gs € U*
tais que para todo u € U, temos ¢(z)(u) = >, | gi(w)w;. A injetividade de ¢ nos diz
entdo que r =Yy ., g; ® ws € U* ® V. Como esta é uma representagao de x como soma
de tensores basicos de U* ®y V, segue que r < s e, portanto, s = postop(z) = r, como

queriamos mostrar.

Denotando por Homy;, (U, V') o subespago de Homy (U, V') de todas as aplicacoes li-
neares de U em V que possuem posto finito, segue que ¢ definida no Corolario acima
induz uma aplicacao k linear ¢’ : U* @ V' — Homyy, (U, V'), pois se g € Im, entdo
existe v € U* ®, V tal que g = p(x). Pela argumentacao acima, se r = postox, entao
r = posto g e segue que g € Homy;, (U, V). Mais ainda, ¢’ é um isomorfismo linear. De
fato, pois se f € Homy;,, (U, V), digamos posto f = n, tomamos {vy,vs,...,v,} € V uma
base de Zm f. Assim, se {u;} é uma base de U, entdo devemos ter f(u;) = > . o v;.
Portanto, definindo funcionais lineares em U* por fi(u;) = aj; e fi(ug) = 0, se k # j,

teremos que y = Y . fi®@v; € U* @ V e segue que
O W) (u) = filug)vi =Y anjiv; = f(uy)
i=1 i=1

ou seja, f = ¢'(y), pois estas duas aplicagoes coincidem em todos os vetores de uma base
de U.

Podemos resumir o que foi discutido acima num tnico resultado.

Proposicao 1.3.11. Sejam U e V' espagos vetoriais sobre um corpo k. Consideremos a
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aplicacao k-linear ¢ : U* @, V. — Homy (U, V') definida por o(f ® v) = f, 1 u— f(u)v,
para todo f € U*,v €V eu € U. Entao:

(i) ¢ € uma aplicagao injetora.

(ii) ¢ € um isomorfismo linear se, e somente se, dimyU < oo ou dimyV < 0.

Demonstra¢ao. Mantendo as notagdes da discussdo acima, para mostrar (i7), basta ob-
servar que dimU < oo ou dimiV < oo implicam que Homy(U,V) = Homyy,(U,V) e,

consequentemente, ¢ = ¢'. A reciproca é clara. O

O produto tensorial, em teoria de categorias, representa um funtor cujo adjunto é
dado pelo funtor Hom. Nao queremos nos aprofundar neste assunto, mas esta relacao
de adjuncao pode ser traduzida a nivel de espacos vetoriais pela seguinte propriedade

importante.

Lema 1.3.12. Sejam U, V e W espagos vetoriais sobre um corpo k. Entdao existe um
isomorfismo linear entre Homy (U @k V, W) e Homy (U, Homy(V, W))

Demonstracao. Basta considerar as aplicagoes lineares

®
Homy (U @y V, W)_<T>H0mk(U, Homy (V,W)),

onde
O Homy (U, V,W) — Homy(U, Homy(V,W))
f o (I)fl U — Homk(V,W)
u = Dp(u) v flu®w)
e

U : Homy (U, Hom(V,W)) — Homy(U @ V, W)
\I/gi UV — W

g u@v = gu)(v)

A tarefa de verificar que estas aplicagoes sao k-lineares sera deixada sob responsabi-
lidade do leitor. Vamos apenas verificar que uma é a inversa da outra. De fato, pois se
f € Homy(U @ V, W), entao

(Vo d)(f) =U(Pf) = Ve, :u@v = Op(u)(v) = flu@w),

ou seja, (Vo ®)(f)(u®wv) = f(u®wv), o que significa que temos (Vo ®)(f) = f, para
todo f € Homy (U @, V, W). Analogamente, se g € Homy (U, Homy(V,W)), entao

(@oV)(g9) = P(Vy) =Py, : ur Py, (u) :v= V(g)(u®@v) = (9(u))(v),
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ou seja, (¢ o W)(g)(u))(v) = (9(u))(v), o que significa que (® o ¥)(g) = g, para todo
g € Homy (U, Homy(V,W)). O

O seguinte resultado serd ttil adiante e segue como consequéncia dos anteriores. Por

conta disso, resolvemos apresenta-lo aqui.

Proposicao 1.3.13. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre um corpo k. Entdo existe um
monomorfismo linear de U* @, V* em (U @, V')*. Este monomorfismo é um isomorfismo

se, e somente se, dimU < oo ou dimyV < o0.

Demonstracao. Basta observar que podemos definir a aplicacao k-linear 7 : U* ®, V* —

(U ®, V)* como sendo a composigao
T U@ V'S Homy (U, V*) ~ (U @, V)*

onde ¢ é dada na Proposigao [1.3.11] e o isomorfismo é o mesmo do Lema [1.3.12] tomando
W = k. E claro que 7 é um isomorfismo se, e somente se, ¢ o é. O resultado entao

segue. O

E apropriado observar agora que o monomorfismo 7 da Proposi¢cao acima é dado por
T(f®@g)(u®v) = f(u)g(v), paracada fRge U*@V*eu®v € U® YV, pois na notacao
acima, temos 7(f ® g)(u ®v) = ¥z (u ®v) = (fy(u))(v) = f(u)g(v).

Vamos apresentar agora um resultado que também serd 1til mais a frente.

Proposicao 1.3.14. Sejam f:U =V e g: W — T aplicacoes k-lineares entre espacos
vetoriais. Entio Nuc(f ® g) = Nuc f @ W + U @, Nucg.

Demonstracio. E claro que Nuc f @ W +U @ Nucg C Nuc (f ®g). Para ver a inclusio
contraria, consideremos {u; };c; uma base de Nuc f e completamos este conjunto a uma
base de U, digamos com {u;}c;. Entdo {f(u;)},es é um subconjunto linearmente inde-
pendente de V. Analogamente, consideremos {wy, }rex uma base de Nuc g e completamos
a uma base de W, digamos com {w;};cr. Como antes, {g(w;)}er é um subconjunto li-
nearmente independente em 7. Para facilitar a escrita, vamos denotar A := [ U J e
B:=KUL.

Seja x € Nuc f ® g. Entao z = Z a;jv; @ wi € U @ W. Assim, temos
i€AkEB

0=(f®g)(x)= Z air f(wi) @ glwy) = Z aj f(ug) @ g(wr)

icAkEB jeJiel
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Da independéncia linear de {f(u;) ® g(wy)}jesier em V &g T segue que o = 0, para

todos j € J el € L. Portanto, obtemos que

T = Z Q0 @ Wy, + Z aipv; @ wy, € Nue f @ W+ U Q@ Nucg

i€l,keB 1€AkEK

1.4 Algebras

Definigao 1.4.1. Sejam R um anel comutativo e A um R-mddulo. Dizemos que A € uma
dlgebra sobre R (ou uma R-dlgebra) se A possui uma estrutura de anel (nao necessaria-
mente comutativo) de modo que a multiplicagao de A é compativel com a a¢do de R, no
sequinte sentido

r(ab) = (ra)b = a(rb), Vr € R;a,b € A

Esta condicao de compatibilidade pode ser enunciada dizendo que a multiplicacao de
A é uma aplicacao R-bilinear. De fato, pois se A é uma R-algebra, entao a multiplicacao

de A, m: Ax A— A dada por m(a,b) = ab, satisfaz as seguintes propriedades:

o m(a; + as,b) = (a; + az)b = a1b + asb = m(ay, b) + m(az, b),

m(a, b1 + bQ) = a(b1 + bQ) = ab1 + CLbQ = m(a, bl) + TTL(CL, bg),

m(ra,b) = (ra)b = a(rb) = m(a,rb),

m(ra,b) = (ra)b = r(ab) = r(m(a,b)).

Assim, uma R-algebra A é um R-mdédulo A que possui uma estrutura de anel cuja
multiplicagao é uma aplicacao R-bilinear. Esta bilinearidade da multiplicacao nao nos

permite considerar R-algebras sobre anéis nao comutativos.

Exemplo 1.4.2. (1) Seja L O k uma extensao de corpos. Entao L é um k-espago vetorial
com a¢ao dada por v -x = rz, para todos r € R e x € L. Claramente a multiplica¢ao
de L € compativel com a acdo de R e, portanto, L é uma k-dlgebra. Assim, C € uma

R-dlgebra, por exemplo.

(2) Todo anel A € uma Z-dlgebra. De fato, pois a estrutura aditiva de A define um
grupo abeliano e, portanto, um Z-mddulo, como vimos antes. Seque dos axiomas da

multiplicacao que A é uma Z-dlgebra.

(3) Todo anel A é uma dlgebra sobre seu centro. Aqui a a¢do de Z(A) sobre A € a
propria multiplicacdo. A associatividade da multiplicacao de A e o fato de todo elemento

do centro comutar com todos os elementos de A garantem a compatibilidade exigida.
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(4) Seja R um anel comutativo. Entdo o anel de polinomios R[X] é uma R-dlgebra.
A agdo de R sobre R[X] € dada pela multiplicacao de um elemento de R wisto como um

polinomio constante.

(5) Seja R um anel comutativo. Entio A := M,(R), o anel de matrizes n x n com
entradas em R, € uma R-dlgebra. Aqui, a a¢dao de R sobre A € dada pela multiplicacdo

usual de escalar por matriz.

(6) Generalizando o exemplo anterior, seja R um anel comutativo e M um R-mddulo.
Entio A = Endgr(M) é uma R-dlgebra, onde a multiplica¢io de A € dada pela composi¢io
de endomorfismos e a a¢ao de R em A é dada por r> f :=m s f(rm). Para ver que a

multiplicagao de A € R-bilinear, basta observar que

(re(fog))(m) = fog(rm) = f(g(rm)) = f(rg(m)) = f(r>g(m)) = (f o (r>g))(m)

f(rg(m)) = (r>f)(g(m)) = ((r>f) o g)(m)
de onde seque que

ro(fog)=(r>flog=fo(reyg)

Neste exemplo, o anel Endr(M) estd fazendo o papel do anel de matrizes. De fato, quando

M é um R-mddulo livre de posto n, entio Endgr(M) ~ M,(R) como anéis.

(7) Seja G um grupo e R um anel comutativo. Definimos a dlgebra de grupo de G

sobre R, como sendo o R-mddulo livre com base G (ou de forma equivalente, com base

{59}960)7
R[G] := ®yec R,

com multiplicacao induzida pela operagao de G. Assim, definimos
(1dg)(s01) = 150gh

onder,s € R e g,h € G, e estendemos por linearidade aos elementos v = deG T404 €
R[G]. Desta forma, temos

(Z rgég)(z Sh(sh) = Z Tg$h5gh.

ged heG g,heq

A comutatividade de R garante a bilinearidade da multiplicagao em R[G].

Existe uma forma alternativa de introduzir o conceito de R-algebra, como veremos a

seguir.

Defini¢ao 1.4.3. Seja R um anel comutativo. Um par (A, f) € dito uma R-algebra se A
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¢ um anel e f: R — A é um homomorfismo de anéis satisfazendo:

(1) f(1g) =14,
(i) Tm f C Z(A).

Obviamente estas duas defini¢oes de R-algebra sao equivalentes, como mostra o préximo

resultado.

Proposicao 1.4.4. As definicoes e sao equivalentes, ou seja, existe uma
correspondéncia biunivoca entre as estruturas algébricas definodas pela Definicao|1.4.1) e

as estruturas algébricas definidas pela Defini¢do |1.4.5

Demonstracao. Seja R um anel comutativo. Consideremos A uma R-algebra via Definicao
1.4.1] Vamos denotar a agdo de R em A por >: R x A — A, dada por (r,a) — 7> a.
Definimos entao f : R — A, por f(r) = r>14. Assim, f é um homomorfismo de anéis,

pois f é claramente aditiva e

frs)=(rs)pla=rv(s>ly)=r>1a(s>1la))=(r>1a)(s>14) = f(r)f(s)

onde na pentltima igualdade foi usada a R-bilinearidade da multiplicacao de A. Além

disso, temos

o f(1g) =1r>14 = 14, pelos axiomas de R-mdédulo, e

o af(r) = a(r>1la) = re(aly) = re>(laa) = (r>1a)a = f(r)a, mostrando que
f(R) € Z(A). Note que a R-bilinearidade da multiplicacao de A foi usada na

terceira e na quinta igualdades.

O argumento acima mostra entao que o par (A, f) é uma Rélgebra segundo a defini¢ao
. Reciprocamente, suponhamos que o par (A, f) é uma Ralgebra segundo a definigdo
1.4.3] Para ver que neste caso A é um R-mddulo de modo que a multiplicacao de A é
uma aplicagdo R-bilinear, basta definir a agdo de R em A, por r>a := f(r)a. Como A é

um anel, segue que (A, +) é um grupo abeliano. Além disso, temos

e lgra= f(lgr)a=1aa = a,
o (r+s)>a=f(r+sja=(f(r)+f(s))a=flr)at f(s)a=(r>a)+(s>a)
e r>(a+b)=f(r)(a+b)=f(r)a+ f(r)b=rva+rovb,

o r>(sva) = f(r)(sea) = f(r)(f(s)a) = (f(r)f(s))a= f(rs)a = (rs)>a.
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logo A tem uma estrutura de R-moédulo. Para ver que a multiplicacao de A é R-bilinear,

basta observar que
r(ab) = f(r)(ab) = (f(r)a)b = (r>a)b
e que

(f(r)a)b = (af(r))b = a(f(r)b) = a(r>b)

onde usamos o fato que f(R) C Z(A) na primeira igualdade acima. Assim, obtemos que
r(ab) = (r>a)b = a(reb)

ou seja, a multiplicagdo de A é R-bilinear. Portanto, A é uma R-édlgebra via Definicao

4T

A correspondéncia biunivoca entao é induzida pela identidade
Ac— (A f:r—=rply).

]

Definigao 1.4.5. Sejam R um anel comutativo e A e B duas R-dlgebras. Dizemos que
uma funcao f: A — B é um homomorfismo de R-dlgebras, se f é um homomorfismo de
anéis tal que f(14) = 1 e f € um homomorfismo de R-mddulos, ou seja, se f € uma

aplicagao R-linear multiplicativa e unitdria (leva unidade em unidade).

Sejam R um anel comutativo e A e B R-algebras. Como A e B possuem estruturas de
R-médulos, entao podemos considerar o produto tensorial A®g B o qual é um R-mddulo.
Desejamos definir uma multiplicagao em A ®g B de modo a trona-lo uma R-algebra. Isto

pode ser feito de maneira natural via

m: (A KRR B) X (A XR B) — A®R B, m(a1 ®b1,a2 ®b2) = @102 ®b1b2

Consideremos my : AQr A — Aemp: B®r B — B as multiplicacoes de A e de B,
respectivamente. Consideremos também o morfismo flip 7 : A®r B — B ®r A definido

anteriormente. Observemos agora que existe uma aplicacao R-linear
m: (A®r B)®r (A®r B) > A®gr B

definida por m(a; ® by, as @by) = ayas @ b1be, a qual é dada pela composicao das seguintes

aplicacoes R-lineares:

ARrBop A®p B YY" Aop Aor Bor B ™" Aoy B
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A propriedade universal do produto tensorial vai entao garantir que existe uma aplicacao
bilinear

(A@RB) X (A@RB> —)A@RB
como queriamos mostrar.

Sejam A uma k-algebra e M um A-modulo a esquerda. Entao existe um homomorfismo
de anéis f : k — A, segundo a Defini¢ao [I.4.3] de modo que M possui uma estrutura de k-
espaco vetorial, como visto antes. Consideremos agora V' um k-espaco vetorial. QQueremos
saber sob quais condi¢oes V' se torna um A-moédulo. O proximo resultado responde esta

pergunta.

Proposigao 1.4.6. Sejam A uma k-dlgebra e V- um k-espago vetorial. EntaoV é um A-
mddulo a esquerda (respectivamente, d direita) se, e somente se, existe um homomorfismo
de dlgebras ¢ : A — Endy (V') (respectivamente, ¢ : A? — Endg(V)).

Demonstracao. Suponhamos que V' possui uma estrutura de A-modulo a esquerda, ou
seja, estamos assumindo a existéncia de uma acao - : A @ M — M, a qual é uma
aplicacao k-linear satisfazendo 14 -v =v e a- (b-v) = (ab) - v, para todos a,b € A e
v € V. Entao, basta definir ¢ : A — Endx(V), por ¢(a) := ¢, : v — a- v, para obtermos
o homomorfismo de dlgebras desejado. De fato, pois neste caso tomando a,b € Aev € V,

teremos

p(ab)(v) = pap(v) = (ab) -v = a- (b-v) = pa(@p(v)) = (Pa 0 1) (v)

ou seja, (ab) = p(a)p(b). Além disso, p(14)(v) = 1, - v = v, ou seja, p(l4) = 1 Bnd(v)-

Reciprocamente, suponhamos que exista um morfismo de algebras ¢ : A — Endy (V).

Neste caso, definimos a agdo de A em V', por

A M — M
a®@m = @(a)(m)

Entao, para cada a,b € Aewv € V, teremos a- (b-v) = ¢(a)(p(b)(v)) = (¢(a) o p(b))(v) =
p(ab)(v) = (ab) -v e la-v = @(la)(v) = idy(v) = v. As demais propriedades a serem

verificadas seguem facilmente. m

Por conta deste resultado, muitas vezes na literatura, os modulos sobre uma &algebra
aparecem com a denominagao de representacoes desta algebra, pois o morfismo de algebra
nos déa uma forma de representar a algebra A como uma subélgebra de Endy(V'), a qual

é mais simples de entender.

Para finalizar esta secao, vamos traduzir a definicao de uma algebra via diagramas, o

que serd importante na préximo capitulo. Uma k-algebra é um espaco vetorial A munido
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de duas aplicacoes k-lineares nao nulas, a saber, a multiplicacao m : A® A — A e a

unidade u : k — A, definidas de modo que os seguintes diagramas comutam

idA®m

ARARA —= AR A AR A
mQid s m k@A m A®k
e 4 \ /
0%y — A

Assim, o primeiro diagrama retrata a associatividade da multiplicacao, ou seja,
mo (ida®@m)=mo (m®ida),
uma vez que se a,b,c € A, entao

(ab)c=mo(m®ids)(a®@b®c)=mo (idas @m)(a®b® c) = a(be)

J& o segundo diagrama retrata a unidade, sob a identificacao de A com A ® k ou com
k ® A, pois dado a € A, a igualdade

mo(z’dA@u) =1dy :mo(u®idA)
nos diz que
a=1idy(a) =mo(ids®u)(a®ly) = au(ly) e a=1ida(a)=mo(u®lds)(lx®a) = u(ly)a

de onde decorre que 14 = u(ly).

1.5 A algebra de grupo sobre corpos

O objetivo central destas notas é o de introduzir o leitor ao mundo das algebras de
Hopf. Podemos encarar as algebras de Hopf como uma generalizacao natural das algebras
de grupo, num certo sentido. Este foi o motivo pelo qual decidimos abordar as algebras
de grupo em uma sec¢ao especifica, onde veremos alguns conceitos e propriedades basicas

neste contexto.

Dado um grupo G, podemos considerar a algebra de grupo kG, sobre um corpo k, a
qual consiste no k-espaco vetorial com base GG. Desta forma, os elementos de kG sao da

forma ) sec %9, onde oy € k é quase sempre nulo. A multiplicacao em kG é induzida
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pela multiplicacao no grupo G. Assim, a multiplicacao em kG é dada por

O O Bih) = > aybugh

geG geG g,h€qG

As dlgebras de grupo sao bastante estudadas e possuem propriedades muito interes-

santes. Estaremos particularmente interessados nas seguintes propriedades:

e k é um kG-mdédulo a esquerda.

De fato. Note que basta definir a agao de um elemento g € G em 1y para se ter
uma acao de kG em k. Assim, definindo-se g - 1y = 1y, € fdcil verificar que k se

torna um kG-mddulo a esquerda via esta agao.

e M ® N ¢é um kG-médulo a esquerda, sempre que M, N o sao.

Suponhamos que M e N sao kG-maodulos a esquerda, as quais serao denotadas por
g-m,Vg € Gm e M eg-nVg € G,n € N, pois nao hd perigo de confusao.
Definindo uma aplicagdo k-linear > : kG @ (M @ N) - M & N, por g>(m ®n) =
(g-m)® (g-n), temos que

ge(hem@n) = go(hom)@(h-n)=(g-(h-m)&(g- (h-n))
= (gh)-m® (gh) -n=(gh)pm®n

1kGDm®n:(1kG‘m)®(1kG'n):m®n

de onde seque que > define uma acao de kG em M ® N a esquerda.

e Se M é um kG-médulo a esquerda, entdao M* = Homy(M, k) também o é.

Basta definir > : kG @ M* — M* por g ¢ : m — ¢(g~' - m), para todo g € G e
¢ € M*. Desta forma, se g,h € G, p € M* e m € M, teremos

(9> (he@))(m) = (hed)(g™ m)=o(h" (g7 -m))
= o((h7g™")-m) = ¢((gh)~" - m)
= ((gh)>¢)(m)

(lkg > ¢)(m) = ¢(lxg - m) = ¢p(m)

mostrando que > define uma agao de kG em M* a esquerda.

As acgoes descritas acima se fazem corresponder aos morfismos de k-algebras descritos
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a seguir.
kG 5 Endy(k) ~k
—

g 1
Sejam M e N k-médulos a esquerda. Entao existem morfismos de k-algebras

or: kG = Endy(M)

g = ou(g):m—g-m

on: kG — Endg(N)
g = oulg)in—g-n

a acao de kG se reflete na composta
kG 2 kG @ kG "2 Endy (M) ® Endy(N) ~ End(M ® N)

onde ¢ : Endy(M)® Endy(N) — End(M®N) é dada por ¥(f®g)(m®n) := f(m)®g(n),
para todos elementos f € Endy(M),g € Endy(N),m € M,n € N, e A(g) :=g®g.

Finalmente, a acao de kG em M™*, é representada pela composicao

*

kG —2~kG? —=  Endy(M*)

onde S(g) := g~ ".

Portanto, as agoes acima estao associadas a existéncia de morfismos de k-algebras
e kG =k, A: kG - kGR®KkG e S : kG — kGP. Neste texto discutiremos sobre

estruturas algébricas definidas em funcao da existéncia de tais morfismos.

Vamos finalizar esta secao mostrando que a existéncia dos respectivos morfismos é
uma condicao suficiente para que o corpo base, o produto tensorial e o espaco dual de
modulos se torne um modulo sobre uma algebra qualquer. O caso do corpo base é facil
e decorre imediatamente de um resultado que discutimos quando apresentamos exemplos
de médulos, pois se existir um morfismo de algebras € : A — k, entao todo espago vetorial
sobre k se torna um A-médulo, e, portanto, o préprio corpo base se torna um A-médulo

a esquerda. Para os demais casos, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.5.1. Sejam A uma kdlgebra, M e N A-mdédulos a esquerda. Entao:
(i) M ® N possui uma estrutura de A @ A-mddulo.

(i) Homy(M, N) possui uma estrutura de A ® A?-mddulo a esquerda.

Demonstracao. (i) Sejam —: A@ M — M e —: A® N — N as agoes de A sobre
M e N, respectivamente. Entao, basta definir - : AR A M ® N — M ® N, por
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(a®b)-(m®n):=(a—m)®(b—n) € M®N, para se obter uma agao de A ® A sobre
M®N.

(ii) Mantendo as notagoes acima, definimos - : A ® A®? @ Hom(M, N), por

((a®0)- f)(m) :=a— (f(b—m))

paraa € A,b € A e f € Hom(M, N). Note que se a®b,c®d € AQA®, f € Hom(M, N)

e m € M, entao temos

(@@b)-((c@d)- f))(m) = a—((c@d)-f)(b—m)
= a—=(c— f(d—(b—m)))
= ac— f((d.;pb) — m)
= ac— f((bd) — m)
= ((ac®@bd) - f)(m)

ou seja, (a®0b) - ((c®d)-f) = ((a®b)(c®d))-f. Além disso, é facil verificar que
(14 ® 1aow) - f = f. Logo, Hom(M,N) possui uma estrutura de A ® A’-modulo a
esquerda. O

Considere agora uma k-dlgebra para a qual estd definido um morfismo de algebras
e : A — k. Neste caso, k é um A-mddulo a esquerda e, fazendo N = k na parte (i7)
da Proposi¢ao acima, obtemos que M* = Hom(M,k) é um A ® A°’-médulo a esquerda.
Portanto, se supomos adicionalmente que existem morfismos de algebras A : A — A® A
eS:A— A% entao, pelo mesmo raciocinio feito antes da tltima Proposicao, obteremos
que se M e N sao A-médulos a esquerda, entao M ® N e M* sao A-moédulos a esquerda.
No caso da algebra de grupo, nés exibimos tais morfismos. No que segue, vamos procurar

estruturas adicionais em uma algebra para que tais morfismos existam.
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Capitulo 2
Bialgebras

A partir deste ponto, k serd um corpo e todos os espagos vetoriais e algebras serao to-
madas sobre k, a menos que algo seja dito em contrario. Além disso, os simbolos ®, Hom
e End, significam ®y, Homy e Endy, respectivamente. Vamos discutir neste capitulo,
as estruturas algébricas que denominamos bidlgerbas sobre corpos. Como veremos mais
adiante, uma bialgebra é um espaco vetorial que possui uma estrutura de algebra e uma
estrutura de codlgebra, as quais sao compativeis entre si. Comegaremos o capitulo estu-

dando as codlgebras.

2.1 Coalgebras

Dualizando a definicao de algebra obtemos o conceito de codlgebra. Esta dualizacao
¢ uma nocao categorica, e é obtida revertendo as flechas nos diagramas que definem uma

dlgebra, e que vimos no final da Segao[1.4 Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.1.1. Sejam k um corpo. Uma codlgebra sobre k (ou uma k-codlgebra) é uma
terna C = (C,A,¢), onde C € um k-espago vetorial, A : C —- CC ee: C — k sao

aplicagoes k-lineares de modo que os diagramas abaizo sao comutativos.

A cCeC /C\
A A®ide k® C A C ok
CoC—= Colal e

O primeiro diagrama é chamado de diagrama da coassociatividade da coalgebra C,

bem como o segundo é chamado de diagrama da counidade de C. Ou seja, as coalgebras
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que vamos considerar neste texto sao apenas as coalgebras coassociativas e counitarias,

dualizando as algebras associativas e unitarias.

Dado uma algebra A com multiplicacgo m : A® A — A, m(a ® b) := ab, podemos
considerar a algebra oposta A°, cuja multiplicacao é dada por m? : A® A — A, por
m(a ® b) = ba = m(b® a), ou seja, m* = mo T, onde T = 744 ¢é a aplicagdo flip
T:a®br— b®a. Além disso, vimos que A é comutativa se, e somente se, A = A
ou, equivalentemente, se m°” = m. Da mesma forma, podemos introduzir o conceito de

coalgebra cooposta e de cocomutatividade de uma coalgebra.

Definigao 2.1.2. Seja (C,A,e) uma codlgebra sobre k. Chamamos de codlgebra coo-
posta de C' a codlgebra (C, AP ¢), onde AP = 17¢.c 0 A. Dizemos que uma codlgebra é

cocomutativa, se AP = A.

Frequentemente, vamos denotar uma coalgebra apenas por C, em lugar de (C, A, ¢).
Nesta mesma linha, denotaremos via de regra a coalgebra cooposta por C°P. Vamos

chamar a aplicacao A de comultiplicagdo e € de counidade.

Antes de prosseguir, vamos gastar um tempo discutindo uma nova notacao para as
explosoes origindrias da aplicagao sucessiva da comultiplicagao. Sejam C' uma k-coalgebra
e ce C. Entao Ac) € C ® C, ou seja, devemos ter A(c) = D7 | ¢i1 ® ¢ Aplicando

agora idc ® A e A ® idc neste elemento, teremos por um lado

(ide ® A)(A(c) = (ide @ A) () e @ cin) = Z i1 ® (Z Cizyy ® Cing)

i=1
e por outro,

n n k
(A®ide)(Ale) = (A@ide) (D cn @ cin) = > (Y i,y ® cinyy) © Cin)
i=1 i=1 j=1
a coassociatividade de A agora garante que (idc @ A)oA = (A®idc)oA. Assim, devemos

ter
n

n m k
Z Ci1 ® (Z Ciz;, ® Cigjy) = Z(Z Cit; ® Cilyy) @ Cia)
i=1 j=1

i=1 j=1

por este motivo, vamos simplificar nossas notagoes escrevendo
Ac) = E c1 ® ¢
(c)

onde c; e ¢y sao simbolos e nao elementos, de modo que ¢; representa todas as primeiras
entradas dos tensores bésicos que aparecem numa determinada escrita de A(c) € C®C e,

analogamente, ¢, representa todas as segundas entradas dos tensores basicos que aparecem
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numa determinada escrita de A(c). A igualdade acima nos diz entao que
(ide @ A)A(c) = Z 1 ® ey Coy = Z c1, ®c1, ® ey = (A®ide)A(e)
(c),(c2) (¢),(c1)
e, portanto, vamos denotar esta igualdade apenas por
(ide ® A)A(c) =) e @@ ¢35 = (A @ ide)A(c)
(o)

Esta notacao é chamada de notacao de Sweedler, e depois de o leitor se acostumar com

ela, verda que a mesma tras inumeras facilidades.

Ainda, vamos denotar por A®" o operador obtido por aplicarmos A n vezes, em
qualquer ordem, pois a coassociatividade dispensa uso de parenteses para identificar qual

membro de um tensor foi “explodido”pela aplicacao de A. Assim,

o A®? = (idc ® A)A = (A ®1ide)A,
o A® = (A®idc ®idc) o A®? = (ide @ A ®@ idg) 0 A®? = (idg @ ide @ A) o A®?

o A®n = A®n=lo A Vn > 2.

de modo que se ¢ € C, entao escreveremos A®"(¢) =¢;1 @ o @+ @ Cpy1-

O axioma da counidade nos diz que (¢ ® id¢) o A = ide = (ide ® €) o A. Usando a

notacao de Sweedler, esta relagao pode ser traduzida da seguinte forma

Z c1e(e) =c= 25(01)02, Vee C
(c)

(c)

Note que o axioma da counidade também garante que a aplicagao A é injetora, pois
se assim nao fosse, jamais poderiamos ter (¢ ® id¢) o A uma aplicac@o injetora tal como

é idc. Vamos apresentar agora alguns exemplos basicos de codlgebras.

Exemplo 2.1.3. (1). Todo corpo k tem uma estrutura de codlgebra, a saber, A(1) = 1®1
ee(l) =1.

(2). Generalizando o exemplo anterior, podemos considerar um conjunto S qualquer
e considerar C' o k-espaco vetorial com base S. Entao C = kS tem uma estrutura de
codlgebra dada por A kS - kS®kS, A:s—s®s, ec: kS =k, e: s+ 1. Note que

basta definir A e € nos elementos da base e estender por linearidade.

(3). Um subexemplo do caso anterior, o qual serd bastante interessante para nosso

estudo, € dado pelos anéis de grupo. Seja G um grupo e C' = kG o anel de grupo sobre
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k correspondente. Definindo A : kG — kG @ kG por A(g) = g® g e e : kG — k, por

£(g) = 1, obtemos uma estrutura de codlgebra no anel de grupo kG.

(4). Um outro subexemplo do caso de (3) € dado pelos anéis de polinomios sobre corpos.
Seja C' = Kk[X] o anel de polindmios sobre k. Entao C' é um k-espago vetorial com base
infinita {1, X, X? ..., X" ...}. Entao, se definimos A(1) =1®1 e A(X") = X" ® X",
e(l) =1 ee(X™) =1, obtemos que C =Kk[X] é uma codlgebra.

(5).. Muitas vezes podemos introduzir mais de uma estrutura de codlgebra em um
k-espago vetorial. Vejamos um tal exemplo para o anel de polinomios C = k[X]. Basta
definirmos A(1) = 1® 1, A(X) = X®1+1® X, (1) =1 ee(X) =0, estendendo
n
k

e(X™) = dn 0, também obtemos uma nova estrutura de codlgebra em C = Kk[X].

A e ¢ multiplicativamente sobre a base, ou seja, A(X) = D), X X e

N——

(6). Na mesma linha dos exemplos anteriores, considere um conjunto S e seja C' =
k[S x S| o k-espago vetorial com base S x S. Entao C' possui uma estrutura de codlgebra
dada por

A(s, t) = Z(s,u) ® (u,t) e (s, t) = dsy, Y(s,t) € S x S

ueS

onde ds;, =1, se s=1t e ds; =0, se s #t (delta de Kronecker).

(7) Sejam C = (C,Ac,ec) e D = (D,Ap,ep) duas codlgebras. Entdo o espago
vetorial C' @ D possui uma estrutura de codlgebra definida por (C @ D, Acep,ccsen), onde
Acgp = (ide @ T ®idp) o (Ac ® Ap) € ecgp = ec ® ep. Desta forma, se c € C;d € D,

entao

(Ac®Ap)(c@d) =Y 1 @d®@c®d e ecaplc®d) =cc(c)ep(d)
(c),(d)

Vamos discutir um pouco sobre alguns fatos relativos aos exemplos acima, aprovei-
tando o momento para introduzir alguns conceitos usuais na teoria de coalgebras. Seja
C' uma coalgebra. Um elemento ¢ € C é dito elemento group-like, se A(c) = c® c e
g(c) = 1. O conjunto de todos os elementos group-like de uma codlgebra C' serd denotado
por G(C). A condicao £(c) = 1 da defini¢ao de elemento group-like pode ser substituida

exigindo-se que um elemento group-like seja nao nulo, por conta do seguinte resultado.

Proposicao 2.1.4. Seja C' uma k-codlgebra. Entao o conjunto G(C') € linearmente in-

dependente sobre k.

Demonstra¢ao. Suponhamos por contradicao que G(C') nao é linearmente independente

sobre k. Entao existe uma combinacao linear finita nao trivial ays1+agso+- - -+ags, = 0,
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onde o; € k, 1 < i < k. Podemos supor que esta é uma menor tal combinacao linear,
de modo que podemos assumir que o; # 0, para todo i, e s; # s;, se ¢ # j. Como
0 ¢ G(C), poise(0) = 0 # 1, segue que k > 1. Portanto, {sq, ..., sy_1 } deve ser linearmente
independente sobre k, de modo que podemos escrever s, = 151+ - -+ r_1Sk_1. Mas entao
temos, por um lado, que A(s,) = s, ® s, e, por outro, A(s,) = Zf;ll Bis; ® s;.Portanto,
o posto de s, é dado por 1 =k — 1, e segue que k = 2. Mas entao, sy = (1s1. Aplicando
e nesta igualdade, obtemos que 1 = &(s9) = f1e(s1) = 1, ou seja s, = s1. Mas isto
contradiz o fato de que os elementos s;s eram todos distintos. Esta contradigdo produz o

resultado desejado. O]

Segue do resultado acima que no caso da coalgebra kS do Exemplo m&), devemos
ter G(kS) = S. Reciprocamente, se C' é uma codlgebra gerada como espago vetorial por
seus elementos group-like, entao C' = kG(C). Por conta destes fatos, a codlgebra kS

acima ¢ chamada de codlgebra group-like.

Sejam g, h € C dois elementos group-like. Dizemos que x € C' é um elemento skew
primitivo, ou g, h-primitivo (quando necessitamos, por exemplo, explicitar os elementos
group-like considerados), se A(z) = g®x + 2 ® h. Se g = 1 = h, entdo dizemos que
um elemento x € C tal que A(z) = 1 ® x + 2 ® 1 é primitivo. Assim, no Exemplo
2.1.3(4) o anel de polinomios foi apresentado com uma estrutura de codlgebra gerado por
um elemento primitivo. Gostariamos de observar aqui que se z € C' é um elemento skew
primitivo, entdo e(x) = 0. De fato, pois = (idc ® €)A(x) = (ide @e)(g@x +x @ h) =
ge(z) + ze(h) = ge(z) + z, de onde segue que 0 = ge(z). Como e(z) € k e {g} é

linearmente independente sobre k, segue que £(z) = 0, como afirmado.

Se g e h sdo elementos group-like de uma codlgebra C, entao denotamos por P, ,(C) :=
{reC:Alx) =g®x+x®h}. Se g=1= h, entdo escrevemos P(C) para denotar o
conjunto P; 1(C') dos elementos primitivos de C'. A linearidade de A e as propriedades do

produto tensorial garantem que P, ,(C') é um subespaco vetorial de C.

Vamos denotar por Cg(k) a codlgebra do Exemplo [2.1.3(6). Escrevendo e;; para

denotar o elemento (i,j) € S X S, teremos que

A(eij) = Z eir X €kj e 8(61']') = 51"]'.
keS
Como a féormula de A lembra o produto matricial, quando S for um conjunto finito, esta
codlgebra serd chamada de codlgbra de comatrizes sobre k. Vamos definir Cy(k) := 0 e se
S ={1,2,...,n}, entao escreveremos C,(k), em lugar de Cg(k). Além disso, dizemos que

uma familia de elementos {¢;;} de Cs(k) satisfaz as identidades de comatrizes, se valer
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A(Cij) = ch-k & ij € 5<Cij) = 51"]' (21)

kes

Quando estudamos dlgebras, estamos sempre interessados nas subestruturas subélgebras,
ideais a direita e a esquerda e nos ideais. Vamos ver que existem, na teoria de coalgebras,
os correspondentes conceitos destas subestruturas. Se A = (A, m,u) é uma k-dlgebra,
entao uma subdlgebra é um subespago V' de A para o qual a restricao da multiplicacao
estd bem definida e (V,my,,, ,u) é uma k-dlgebra. Um ideal & esquerda é um k-subespago
de A tal que m(A® V) C V. Assim, dualizando estes conceitos, podemos introduzir a

nocao de subcodlgebra e de coideias unilaterais.

Defini¢ao 2.1.5. Sejam C' = (C, A, e) uma codlgebra e V- um k-subespago de C. Entdo

dizemos que:

(i) V' € uma subcodlgebra de C, se A(V)CV RV,
(i) V € um coideal a esquerda de C, se A(C) CC RV,

(11i) V € um coideal a direita de C, se A(V) CV & C.

Note que se V' é ambos, um coideal a direita e um coideal a esquerda, entao devemos
ter A(V) CC®VeA(V) CV®C, de onde segue que A(V) CV®V, ou seja, V é
uma subcodlgebra de C'. Entao, uma nogao de coideal ( o correspondente a um ideal de
uma &lgebra) nao pode ser definido como sendo um coideal “bilateral”, pois esta nogao
coincide com subcoalgebra. Um ideal (bilateral) de uma dlgebra é caracterizado como
sendo o nucleo de um homomorfismo de algebras. Vamos entao introduzir o conceito de

morfismo de coalgebras antes de considerar o que seriam os coideais.

Definigao 2.1.6. Sejam C = (C,A¢,ec) e D = (D, Ap,ep) codlgebras sobre um corpo k
e f:C — D uma aplicagao k-linear. Dizemos que f é um homomorfismo de codlgebras,

se.

(i) Apof=(f®f)oAc,

(ZZ) €D Of =E&C.

Um isomorfismo de codlgebra é um homomorfismo de codlgebra que € um isomorfismo

linear.

As condicoes da definicdo acima dizem que os diagramas abaixo comutam
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f

C D C D
s DL

Em termos da notacao de Sweedler, as condicoes acima nos dizem que, para todo

c € C, temos

(f()1 @ (f(@)2=Ap(f(e)) =(f@ O a®e) = fler) @ f(ca)
(c)

(c)

en(f(e) = ec(c)

Seja f : C' — D um homomorfismo de coalgebras. A condicao epo f = e¢ nos diz que
Nuc f C Nuceg, ouseja, ec(Nuc f) = 0. J4d a condigao Apof = (f® f)oAc nos diz que
Ac(Nuc f) C Nuc(f®f), poisse x € Nuc f, segue que 0 = Ap(f(2)) = (fRf)(Ac(z)).
Como Nuc (f ® f) = Nue f @ C+ C ® Nuc f, segue que

Ac(Nuc f) CNucf®C+CRNucf.

Assim, as propriedades do nicleo de um homomorfismo de codlgebras discutidas acima

induzem o seguinte conceito.

Definicao 2.1.7. Sejam C uma k-codlgebra e I C C' um k-subespaco de C'. Dizemos que

I € um coideal de C, se

(1) £(I) =0,
(i) A(I)CIRC+C®I.
Dado C' uma codlgebra, segue que ¢ : C' — k é um homomorfismo de coalgebras. De
fato, pois se ¢ € C, entao (e ® €)A(c) = Y, elc1) ®e(ea) = (X elar)e(e))(1® 1) =
e(Xpaic(e))(1®@1) =e(c)(1® 1) = Ak(e(c)) e ex o = id o e = e. Portanto, Nuce ¢

um coideal de C, o qual serd denotado por C*.

Tal como no caso de algebras, estruturas quocientes também estao definidas no con-

texto de coalgebras, como mostra o proximo resultado.

Proposicao 2.1.8. Sejam C, D k-codlgebras, f : C — D um morfismo de codlgebras e
I um coideal de C. Entao:

(i) O k-espago vetorial quociente C /1 possui uma unica estrutura de codlgebra de modo

que a projecao canonica linear m: C — C/I se torna um morfismo de codlgebras.
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(ii) (Teorema dos homomorfismos para codlgebras) Nuc f ¢ um coideal de C e
se I C Nucf, entio existe um tinico morfismo de codlgebra f : C/I — D tal que

fom=f. Além disso, f € injetiva se, e somente se, I = Nuc f.

Demonstragao. (i) Como I é um coideal de C, temos que A(I) C I@C+C®1ee(I) =0.
Assim, temos (m@7m)A(I) C7n(I)@7(C)+7(C)®@7n(I) =01+1®0 = 0. Segue entao do
Teorema de Homomorfismos para espacos vetoriais que existem tnicas aplicacoes lineares
A:C/I - CJ/I®C/Iet:C/I — k tais que os diagramas abaixo comutam (onde os

morfismos sao considerados apenas como aplicagoes k-lineres)

C— T /I C— " /I
Al lA \ /
C®C—=C/TaC/I k

onde as aplicacdes A e Z estdo definidas por A(¢) = > (0 01 ® T e () = g(c). Portanto,

devemos ter

(A@ide)AE) = @ @E @G = (idey; © A)A(®R)
(c)

=m(c) = (> ele)er) = 3 ele)mlen) = ¥ 2@)E
(c) (c) (c)
ou seja, (C/I,A,Z) é uma k-coalgebra. Para finalizar a demonstracao de (i), basta obser-
var que a unicidade da estrutura de codlgebra de C'/I é dada pela unicidade das aplicagoes

k-lineares A e E.

(7i) A demonstracao deste item segue a mesma ideia da anterior, ou seja, primeiro
usamos o Teorema dos Homomorfismos para espacos vetoriais para garantir a existéncia
de uma aplicagao k-linear f : C'/I — D tal que fom = f, e depois mostramos que esta

aplicacao é coassociativa e counitaria. Os detalhes serao deixados a cargo do leitor. [

Vamos encerrar esta secao discutindo sobre uma propriedade das codlgebras que nao
tem contrapartida no caso das algebras, a saber, vamos mostrar que codlgebras sao es-
truturas localmente finitas, ou seja, todo elemento de uma codlgebra esta contido numa
subcoalgebra de dimensao finita. Para esta finalidade, comegamos com uma observagao

que segue das propriedades da counidade e da coassociatividade de uma coalgebra.
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Seja C' uma coalgebra. Note que ¢ = (e ® idc ® £)A®?(c), para todo ¢ € C, pois

(e®ide ®e)A®? = (e ®ide ®e)(ide @ A)A
= ((eoide) ® (ido ® €)A)A
(8 ® ch)

= ch

Podemos entao enunciar nosso resultado.

Teorema 2.1.9. (Teorema Fundamental das Codlgebras). seja C' uma codlgebra.

Todo elemento ¢ € C' estd contido numa subcodlgebra finito-dimensional de C'.

Demonstragao. Seja ¢ € C. Vamos denotar o elemento A®?(c), por A®?(c) := 3, ¢; ®
e;;@d;, onde as familias finitas {c¢;} e {d;} sdo tomadas linearmente independentes sobre k.
Consideremos o k-espago vetorial V' = Ger {e;;} gerado pelos elementos ¢;;, o qual tem di-
mensao finita. Pela observacao anterior, como ¢ = (e®@idc®e)A%?(c) = 37, - e(ci)e(d;)eij,

segue que ¢ € V. Agora, usando a coassociatividade de A, obtemos que

ZA(Ci)@gij®dj = (A®ide®idc)A®?(c) = (ide @ A®ide) A% (c ZCZ®A eij) ®

,L"j

e segue da independéncia linear da familia {d;} que

ZA(Q)@GU :ZCZ®A(62]) EO@C@V

e usando agora a independéncia linear da familia {c;}, segue que A(e;;) € C ® V. De
modo andlogo, usando a igualdade (idc ® ide @ A)A®?(¢) = (ide ® A ®ide)A®? obtemos
que Afe;;) € V ® C. Portanto, devemos ter A(V) C (CoV)Nn(Vel) =VeV
e, consequentemente, V' é uma subcodlgebra finito-dimensional de C. Isto finaliza a

demonstracao. O]

2.2 O dual de uma coalgebra

Nesta secao veremos que o espago vetorial dos funcionais lineares definidos sobre uma
coalgebra possui uma estrutura de algebra, bem como estudaremos as relagoes entre a

estrutura da coalgrba considerada e de sua algebra dual.

Sejam C' = (C,A,¢) uma codlgebra sobre um corpo k e C* = Homy(C,k) o espago
vetorial dual de C. Vamos considerar as aplicac¢oes transpostas A* : (C @ C)* — C* e

e* : k — C*. Da élgebra linear, sabemos que estas aplicagoes sao dadas por A*(f) = foA,
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para todo f € (C®C)*, ec*(1) = Pog, onde ¢ : k ~ k*. Como C*® C* é um subespago
vetorial de (C'® C)*, podemos considerar a restrigao de A* ao subespago C* @ C*, que

denotaremos por A*C*®C* : C*®C* — C*. Com estas notagoes, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.1. Mantendo as notagoes acima, temos que (C*,m,u) é uma dlgebra,

onde m = A* eu=c*o®,.

|C* C*

Demonstracao. Comecamos observando que se f,g € C* e ¢ € (', entao

oo (@ g) e (f®g)A chl ® g(c2) = chl (ca)-

Por este motivo, vamos denotar a multiplicacao de C* ® C*, por m = (f ® g)A := f * g.
Para ver que esta multiplicacao é associativa, basta observar que se f,g,h € C* e c € C,

entao

(fxg)xh)e) = D (f*g))h(c)

(c)

Para ver que C* com a multiplicacao m = f % g ¢ uma algebra unitaria, primeiro note
que ® nada mais é do que a multiplicagdo por um escalar. Assim, u(l) = . Agora,
se f € C" e c € C, entdo segue que (¢ * f)(c) Yo elc1)f(ca) = D2, fleler)ea) =
f(Q2eler)er) = f(e). Analogamente, (f x¢€)(c) = f(c ), de onde se conclui que u(1) =
e = 1¢«. Isto finaliza nossa demonstracao. [

Definicao 2.2.2. A dlgebra definida na Proposi¢ao acima € chamada de dlgebra dual de
C.

Seja f : C'" — D um morfismo de coalgebras. Como f é uma aplicacao k-linear,
podemos considerar a sua transposta f* : D* — C* que é uma aplicacao k-linear, a
principio, entre duas k-algebras. Entao é completamente natural neste momento nos
perguntarmos se f* é um morfismo de dlgebras. O préximo resultado nos d4 uma resposta

positiva para esta questao.

Proposicao 2.2.3. Seja f: C' — D um morfismo de codlgebras. Entao f*: D* — C* é

um morfismo de dlgebras.
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Demonstragao. Sejam «, f € D* = Homy(D,k) e ¢c € C. Entao (f*(a® 8))(c) = (a®
() = e A ODBF()2) = Xy alFe)BF(e2)) = S (@) e0)(F(B)(e2) =
(f*(a)* f*(B))(c), ou seja, f*(ax*xf) = f*(a)* f*(B), onde na terceira igualdade foi usado
que f é um morfismo de codlgebras. Assim, f* é uma aplicacao multiplicativa. Para ver
que f* é unitaria, basta observar que f*oep = epo f = €¢, pois f é um morfismo de

codlgebras. Portanto, f*(1p«) = 1o«. Isto completa a demonstragao. [

Podemos estar interessados em saber qual a relacao existente, se é que uma tal relacao
existe, entre a estrutura de uma codalgebra e de sual algebra dual. Veremos isto no
proximo resultado. Lembremos antes alguns fatos béasicos de algebra linear. Seja V
um espaco vetorial e S C V um subconjunto qualquer. Entdo definimos o subespaco S+
de V* = Homy(V, k), por

St={feV*:f(s)=0,Vse S} CV*

tal subespago é chamado de anulador de S em V*. De modo andlogo, se 7' C V* é um

subconjunto qualquer, entao definimos o anulador de 7" em V', por
T+ ={veV. :flv)=0,YfeT}CV

é um exercicio relativamente facil mostrar que de fato S+ e T sdo subespacos vetoriais

de V* e de V, respectivamente.

Antes de prosseguir, gostariamos de fazer dois comentarios neste momento. Existe
um teorema de representacao de funcionais lineares por produtos internos, de modo que
é completamente natural escrevermos < f,v >, para denotar o elemento f(v) € k, para
feV*ewveV. Assim, usando esta notagao, se S C V, entdao ST = {f € V* :< f, S >=
0}, induzindo o uso do simbolo de ortogonalidade, usado em &lgebra linear, para denotar

o anulador de S.

Outra coisa que queremos chamar atencio é o fato termos (S+)L = S, sempre que
S é um subespaco de V. De fato, pois a inclusao S C (S+)* é clara. Para ver a outra
inclusdo, observamos que se x € (S1)+\ S, entdao kx NS = 0, pois S é um subespaco de
V e, assim, deve existir um funcional linear f € V* tal que f(z) =1 e f(S) = 0. Mas
entdo, f € St esegue que f(z) = 0, pois # € (S+)*. Esta contradicio produz o resultado

desejado.

Proposicao 2.2.4. Sejam C' uma codlgebra sobre um corpo k e D um subespaco de C.

Entdo, D é uma subcodlgebra de C' se, e somente se, o espaco D+ é um ideal (bilateral)
da dlgebra dual C*.

Demonstragdo. Suponhamos que D é uma subcodlgebra de C. Para mostrar que D+ ¢é
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um ideal de C*, basta mostrar que D+ é o niicleo de algum morfismo de algebras definido
em C*. Para tanto, basta observar que a inclusao de espacos vetoriais ¢ : D — C' é um
morfismo de coalgebras, visto que D é uma subcodlgebra de C'. Mas entao, a transposta
deste morfismo, a saber, ¢* : C* — D* é um morfismo de algebras, pela Proposicao [2.2.3|

Agora é s6 observar que Nuct* = D+,

Reciprocamente, suponhamos que D+ é um ideal de C* := Homy(C,k) a qual é
uma &lgebra com o produto f * g(c) = Z(C)f(cl)g(@), para todos f,g € C*. Pela
observagao feita antes, temos que (D)t = D, pois D é um subespaco de C. Seja
d € D = (D)t e escrevemos A(d) = D7 | 2;®y; € C®C de modo que os conjuntos {z;}
e {y;} sejam linearmente independentes em C. Queremos mostrar que A(d) € D ® D =
(CeD)N(D®C). Note que se A(d) ¢ D®C, entao podemos supor que x; # D. Assim,
existe f € D+ C C* tal que f(x1) # 0. A independéncia liner dos elementos y;s nos diz
que existe g € C* tal que g(y;) = d;;. Como D+ é um ideal de C*, por hipdtese, segue

que f * g € D+. Mas entdo, devemos ter
0=(f*g)(d) = fle)g(y) = fe1)g(yr) = fla1) #0
i=1

Esta contradi¢do nos diz entdo que A(d) € D ® C. De modo andlogo se mostra que
A(d) € C ® D, de onde segue que A(D) C D ® D. Portanto, D é uma subcodlgebra de
C. ]

Outras relagoes serao apresentadas no final da préxima segao.

2.3 O dual finito de uma algebra

seja A = (A, m,u) uma k-dlgebra. Como antes, podemos considerar o espago dual
A* = Homy(A, k) e nos perguntar se é possivel introduzir uma estrutura de codlgebra
neste espaco. O problema agora é mais delicado. Note que toda codlgebra é localmente
finita e se dimyA = oo, entdo nao vamos poder garantir esta propriedade para o espaco
dual A*. Para contornar este problema, trabalharemos com o maior subespago localmente

finito contido em A*, o qual serd chamado de dual finito de A, como veremos adiante.

Para procurar este subespaco de A* que seria o maior subespaco localmente finito,
vamos comecar observando que A* tem uma estrutura de A-bimoédulo dada pelas seguintes

acoes:
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— ARA — A*

a—f: A — k
a®f = r +—  f(za)
e
— AARQA — A*
f—a: — k
foa = r — f(ax)
De fato, pois se a,b,x € A e f € A*, entao temos
(b—(a = f))(@) = (a = f)xb) = f((zb)a) = f(z(ba)) = (ba — f)(x)
e

(1a = f)(z) = f(zla) = f(2)

e obtemos que b — (a — f) =ba — fely — f = f, de modo que — define em A* uma
estrutura de A-mdédulo & esquerda. Analogamente se mostra que (f < a) <~ b= f «— ab
e f+— 1, = f,de modo que -~ define em A* uma estrutura de A-moédulo a direita. Além

disso, temos

((a = f) =b)(x) = (a— [f)(br)
= f((bz)a) = f(b(za))
= (f = b)(za)
= (a—=(f = b)(x)

ou seja,
((a = f)=b)=(a—(f—=D)
e A* se torna um A-bimdédulo via estas agoes.

Vamos considerar entao o subespaco de A* definido por
A°={fe A : dimy(A— f — A) < o}

Este subespago possui a propriedade de que todo elemento esta contido em um subespaco
finito-dimensional, a qual é uma condi¢ao necessaria para que possua uma estrutura de
codlgebra. Antes de mostrarmos isto, vamos examinar uma forma equivalente de definir-

mos A° que se torna mais 1util no desenvolvimento de nossa teoria.

Proposicao 2.3.1. Sejam A uma dlgebra sobre um corpok e f € A* um funcional linear.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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(i) dimg(A — f — A) < o0,

(ii) Existe um ideal I de A tal que f(I) =0 e dimyA/I < oc.
Demonstra¢ao. Vamos assumir que dimy(A — f — A) < co. Entao, como
A=f=A—=f=14C A= f— A,
segue que dimy(A — f) < oo. Consideremos agora a aplicagao linear

v: A — Endy(A — f)
Yo (A=f) = (A=)

g = a—yg

a —

e vejamos que esta aplicacao é um homomorfismo de algebras. De fato, pois se a,b € A e

g € A— f, entao temos

U(ab)(g) = Ya(g) = ab—g=a — (b= g) = 1hq 0 P4(g)

b(a)(g) =la—g=g
de onde segue que ¥ (ab) = 1(a)y(b) e (1a) = 1gnaa—y), como querfamos mostrar.

Como temos dimg(A — f) < oo, segue que Endy(A — f) é isomorfo a um anel de
matrizes e, portanto, um espago vetorial finito-dimensional sobre k. Desta forma, tomando
I = Nuct, obtemos que I é um ideal de A e, como A/I ~ZIm1 C Endy(A — f), segue

que dimiA/I < co. Observamos agora que se a € I = Nuct, entdo

fla) = f(laa) = (a = f)(1a) = Ya(1a) =0,

pois ¥, = 1(a). Assim, f anula um ideal I de A tal que dimA/I < oc.

Reciprocamente, suponhamos que existe um ideal I de A tal que dimyA/I < oo e
f(I) = 0. Entao, para todos a,b € A, devemos ter (a — f — b)(I) = f(bla) C f(I) =0,
de onde segue que A — f+— A€ {ge€ A*: g(I) = 0}. Como dimy(A/I) < 0o, segue que
existe uma familia finita de elementos {a;}!; C A que completa uma k-base de I a uma
k-base de A.

Para cada i € {1,2,...,n}, consideremos o funcional linear ¢; € A* definido por
©i(I) =0 e y;(a;) = 0; ;. Logo, {g € A" : g(I) = 0} = Gerw{e1, 2, ..., pn}, de onde se
obtém que dimy{g € A* : g(I) = 0} < 0o e, consequentemente, dimy(A — f — A) < oo,

como queriamos mostrar. O
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Antes de prosseguir, gostariamos de lembrar que se W é um subespaco vetorial de V'
tal que dimV /W < oo, entdo dizemos que W é um subespaco de codimensdo finita. O
resultado acima nos diz entao que o maior subespaco localmente finito de A* é o subespaco
formado pelos funcionais lineares que anulam algum ideal de codimensao finita de A. No

que segue, vamos utilizar a igualdade

A° = {f e A : AT <A, dimA/I < 0o e f(I) =0}

Nosso objetivo agora é introduzir uma comultiplicacao em A°. Algum trabalho para
tanto sera necessario ainda. Comegamos com o préximo resultado que é simples, mas tem

consequéncias tteis.

Lema 2.3.2. Sejam f : A — B um homomorfismo de dlgebras e J um ideal de codimensao
finita de B. Entao I := f~Y(J) é um ideal de codimensao finita de A.

Demonstragdo. J4 sabemos que I = f~1(J) é um ideal de A. Para ver que I tem codi-

mensao finita, basta considerar a composicao de homomorfismos de anéis
f 7r
A——=B—"DB/J

onde 7 : B — B/J é a projegao candnica. Assim, I = f~1(J) = Nucw o f e, portanto,
A/(f71(J)) =~Im(mwo f) C B/J, de onde se obtém que dimyA/(f~(J)) < oo. O

Para o préximo resultado, lembramos que se A : U — V é uma aplicacao k-linear,
entao a transposta de h é definida como sendo h* : V* — U*, h* : a — « o h, para todo
aecVr.

Corolario 2.3.3. Seja f : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entdo f*(B°) C A°.

Demonstracao. Seja g € B°. Entao existe um ideal J de B com codimensao finita tal que
g(J) = 0. Segue do Lema anterior que [ := f~1(.J) é um ideal de A com codimensao finita.
Além disso, f71(J) € Nuc(go f) = Nuc f*(g), ou seja, f*(g) € A°, como querfamos

mostrar. u
Para o préximo resultado, vamos precisar lembrar o monomorfismo canonico
Y A*® B — (A® B)",

definido por ¥(f ® g)(a ® b) = f(a)g(b), para todos f @ g€ A*@B*ea®be AR B, o
qual foi introduzido na Proposicao [1.3.13]

Lema 2.3.4. Mantendo as notagoes acima, temos )(A° @ B°) = (A ® B)°.
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Demonstracao. Sejam o € A° e § € B°. Consideremos [ <A e J < B ideais de codimensao
finita tais que «(I) = 0 = S(J). Netse caso, temos A® J + I ® B C Nuc(a® (). Como

A® B
AR J+I®BaA®Be A®J?[®B ~ A/I ® B/J, segue que Y(a® ) € (A® B)°.

Portanto, ¥(A° ® B°) C (A® B)°.

Para ver a inclusao contraria, tomamos v € (A ® B)°. Entao existe um ideal K de
A ® B de codimensao finita tal que v(K) = 0. Vamos definir

I'={acA:a®@lpe K} e J:={beB:1,0be K}

e consideremos as aplicagoes candnicas iy : A — A ® B dada por ia(a) = a ® 1p, e
ip: A— A® B dada por ig(b) = 14 ®b. E facil verificar que estas sao homomorfismos
de algebras injetores, de modo que podemos considerar A C AR Be BC A® B. Assim,
por construcdo, temos que I = i, (K) e J = iz'(K). Segue entdao do Lema m que
dimgA/l, dimyB/J < o0.
Obi{arvz%nos agora que A® J+I1® B é um ideal de A® B tal que y(A® J+1®B) =0
X

‘A +I0B
existir 7 : A/I ® B/J — k de modo que o diagrama abaixo comuta

~ A/l ® B/J. Segue entao do Teorema dos Homomorfismos que deve

A9 B—"" . A/l ® B/J
\ /
k

Como dimy(A/I)* = dimg(A/I) < oo e dimg(B/J)* = dimy(B/J) < oo, segue que
o monomorfismo canoénico © : (A/I)*® (B/J)* — (A/I ® B/J)* é um isomorfismo, de
onde obtemos que existem conjuntos finitos {o,;} C (A/I)* e {B;} C (B/J)* tais que
¥ =003, ®B). Portanto, se a € A e b € B, temos

Ya®b) = F(mi(a) ®7,(b))
= D (®B)(m(a) © (b))

1,J

= (O _(aiom)(a)(B;0ms)(b)

/Z:hj

= 00 (aiom)® (Bom;))(a®Db)

/Z:7j

ou seja, v = 0(3_; (i om) ® (B o)), com ayormr € A e fom; € B*. Mas como
I C Nuc(apomy) e J C Nue(Bomy), segue que aomp € A° e fomy; € B°. Portanto,
h € §(A°®B°), e segue que Y(A°®B°) = (A® B)°, o que finaliza nossa demonstragao. [

Para definir uma comultiplicacao em A°, que tem sido nosso objetivo até o momento,
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precisamos de mais um resultado auxiliar.

Lema 2.3.5. Seja A uma k-dlgebra com multiplicacao m : AQ A — A. Entaom* : A* —
(A® A)* € tal que m*(A°) C (A® A)°.

Demonstracao. Seja f € A°. Entao existe um ideal I de A de codimensao finita tal que

A® A
f(I)=0. Assim, AQI+I®A é um ideal de A® A satisfazendo dimy A®]$[®A> =

dimg(A/I®A/I) < coetal que m* () (ARI+I®A) = fom(ARI+I®A) C f(I)=0.

Portanto, m*(A°) C (A® A)°, como querfamos mostrar. O

Segue dos resultados acima que se A é uma algebra com multiplicacaio m : AQ A — A,
entdo m*(A°) C (AR A)° = Y (A°® A°). Notemos agora que a restri¢ao do monomorfismo
canbnico ¢ : A*® A* — (A® A)* ao espago finito-dimensional A° ® A° é um isomorfismo
U = ) aoga0 1 A°® A° — (A® A)°. Portanto, mostramos até aqui que ¥~'om* : A° —
A° ® A° é uma aplicacao k-linear que se apresenta entao como uma candidata natural
a ser nossa comultiplicacao. De fato é isto o que acontece e serd mostrado no proximo
resultado. Antes porém, vamos fixar uma notagao que sera util. Se V' é um k-espaco
vetorial, entdo mostramos que V*® V* é um subespaco de (V ® V)*, em geral. O mesmo
argumento pode mostrar este fenomeno para mais parcelas de V', ou seja, V*QV*®- - - V™
é um subespago de (V @V ®---® V)* usando indugao no argumento que utilizamos. No
préximo resultado vamos precisar utilizar que A*® A*® A* é um subespago de (AR AR A)*,
quando A é uma &lgebra. Se f,g,h € A* e a,b,c € A, entao vamos denotar o elemento
(fogah)(a®b®c), por f(a)g(b)h(c) € k.

Teorema 2.3.6. Seja A = (A, m,u) uma dlgebra sobre um corpo k. Entao (A°, A° e°) é

uma codlgebra, onde A° = U=t om* e ® = u*.

Demonstragao. J& sabemos que A°(A°) C A°® A° e e°(A°) C k sdo aplicagoes k-lineares.
Entao, para obter o resultado desejado, precisamos ver que estas aplicacoes cumprem as
condicgoes de coassociatividade e counidade, ou seja, precisamos verificar que os seguintes

diagramas comutam

1 ) o / i \
A Afidge € ) A0 A A° @k
o o o o o 8% %so
A"® A idAo®§) A ®A A°® A°

Observamos que A° : A° — A°® A°. Assim, se A°(f) = Z(f) f1® fo € A°® A°, para
f € A°, como A° = U~ ! om*, segue se a,b € A, entao A°(f)(a®@b) = (Fom*(f))(a®b)
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se, e somente se,

(Y fren)aob)=ved(fawb) =m'(fa®b) = f(ab)

Denotando por 6 : A°® A° ® A° — (A ® A® A)* o monomorfismo canénico, tomando
fige A°ea,b,ce A, temos

O(A° @idae)(fRg)a®bc) = 0 [ LOg)(a2b®c)
)

— Z fi(a)f2(b)g(c)
(f)

= f(ab)g(c)

(U(f®g))(ab®c)

= (W(f@g9)(m®ids)(a®@b® c)
(m®ida)" (V(f ® 9)(a@b®c)

ou seja, O(A° @ idae) = (m @ ida)* o 1p. Analogamente, mostramos que 6(idso @ A°) =
(td4 ® m)* o). Usando estas igualdades, obtemos

B((A° @ ide)A°) =

- e(idAo ® AO) o AO
ou seja, O((A° ®idao)A°) = 0((idge ® A°) 0 A°). Como 6 é injetora, segue que
(AO &® idAo)AO = (idAo & AO) O Ao

o que mostra a comutatividade do primeiro diagrama. Para verificarmos a comutatividade
do segundo diagrama, basta observar que se f € A°, A°(f) = Z(f) fi®fre A°® A% e

a € A, entao temos

(Zs (f1) fz) Zfl (1a)f2(a) = f(1aa) = f(a)

e, de modo andlogo, se mostra que

= (X he) @
(f)
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o que finaliza nossa demonstracao. O]

Definigao 2.3.7. Seja A = (A, m,u) uma dlgebra. A codlgebra definida acima é chamada

de codlgebra dual de A.

Note que se f: A — B é um morfismo de algebras, entdo sabemos que f°(B°) C A°.
Como, tanto A° como B° sao coalgebras, é natural se perguntar se a trnsposta de f
restrita ao dual finito de A é um morfismo de codlgebras. Uma resposta afirmativa a esta

questao ¢ dada no préximo resultado.

Proposigao 2.3.8. Seja f : A — B um morfismo de dlgebras. Entdo f°: B® — A° € um

morfismo de codlgebras.

Demonstragao. Precisamos ver que os diagramas abaixo comutam

Bo— 1" e Be f° A°

AAB°L LA“‘O \ /
gRo €p0
k

Seja § € B°. Entao

a0 0 f(B) = (f°(0))(1a) = B(f(1a)) = B(1B) = ep-(B)

e segue que o segundo diagrama comuta. Para ver a comutatividade do primeiro, vamos
denotar por ¢ : A°® A° — (A® A)* o monomorfismo canonico. Dado f € B°, usando
a notacdo de Sweedler, vamos escrever Apo () = Z(ﬁ) b1 ® [y € B°® B°. Com estas

notagoes, se x,y € A, entao temos, por um lado
((f° @ f)Ap) Bz @y) = Y (F(B))@)(f(B2)(v)

(8)
= Z Bi(f(2))B2(f(y))
(8)

= Bf()f(y))
= (Bof)lzy)

e, por outro,

(WA f)B)zey) = (PAs)(Bo fllr®y)
my(Bo f))(z®y)
Bo fim(z @ y)

(
(
(
(B0 f)(zy)



Agora, usando o fato que ¢ é um monomorfismo, segue que (f°® f°)Apge = Ao f° e

o primeiro diagrama comuta. Isto finaliza nossa demonstragao. O

Finalizaremos esta secao discutindo relagoes entre a estrutura de uma algebra e de sua

coalgebra dual.

Proposigao 2.3.9. Seja A uma dlgebra sobre um corpo k. Entdo:

(i) Se B é uma subdlgebra de A, entdo B+ N A° é um coideal da codlgebra dual A°.

(ii) Se I é um coideal da codlgebra dual A°, entao I+ é uma subdlgebra de A.

Demonstracao. (i) Seja ¢« : B — A a inclusdo de espagos vetoriais. Como B é uma
subdlgebra de A, segue que ¢ é um morfismo de algebras. Assim, obtemos da Proposicao

que t°A° — B° é um morfismo de coalgebras. Note agora que

Nuct® = {fe A°:°(f)
= 0}={feA:for=0}
_ e fB)=0)
= A°nB*

e segue que A° N B+ é um ideal de A, por ser o niicleo de um morfismo de algebras.

(ii) Sejam f € I C A° e a,b € I+ C A. Como I é um coideal de A°, segue que
A(f) =22 ) 1® 2 € A2® 1+ 1®A°. Mas entao, f(ab) = >_ fi(a)f2(b) = 0, de modo
que ab € I'+. Além disso, como I é um coideal de A° segue que 0 = 40(f) = f(1), para
todo f € I, de modo que 1 € I+. Portanto, I+ é uma subélgebra de A. n

Com uma argumentacgao semelhante, podemos mostrar mais alguns resultados sobre
a relacao das estruturas de algebras e coalgebras duais. Por este motivo apenas enuncia-

remos tais resultados aqui. Para uma demonstracao com detalhes, citamos [4]
Proposicao 2.3.10. Mantendo as notagoes acima, temos:

(1) Seja C uma codlgebra e C* sua dlgebra dual. Entdo:

(i) Se I éum ideal a esquerda (respectivamente, d direita) de C*, entdo I+ é um coideal

a esquerda (resp., a direita) de C'.

(ii) Se D é um coideal a esquerda (respectivamente, & direita) de C, entdo D+ é um

ideal ¢ esquerda (resp., a direita) de C*.
(2) Seja A uma dlgebra e A° sua codlgebra dual. Entao:
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(i) Se I é um ideal a esquerda (resp., a direita) de A, entdo [+ N A° é um coideal d

esquerda (resp., a direita) de A°.

(ii) Se D é um coideal a esquerda (resp., a direita) de A°, entao D+ é um ideal a

esquerda (resp., a direita) de A.

2.4 Bialgebras

Estudamos espagos vetoriais que possuem uma estrutura de algebra e de codlgebra.
Queremos agora investigar espacos vetoriais que possuem ambas as estruturas de dlgebra
e de codlgebra, de modo que exista entre elas alguma espécie de compatibilidade a fim
de conferir uma nova estrutura a estes espacos vetoriais, as quais serao chamadas de
bialgebras. Esta compatibilidade se dara através de morfismos como veremos adiante.

Discutiremos algumas propriedades destas estruturas.

Proposicao 2.4.1. Seja H um k-espaco vetorial munido de uma estrutura de dlgebra,
dada por (H,m,u), e de uma estrutura de codlgebra, dada por (H,A,e). As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(i) A e e sao morfismos de dlgebras.

(i) m e u sao morfismos de codlgebras.

Demonstracao. Lembramos que nas hipoteses da Proposicao, H ® H possui estruturas de
algebra e de coalgebra. Suponhamos que A : H - H® H e ¢ : H — k sao morfismos
de dlgebras. Entdo, se h,g € H, temos que A(hg) = A(R)A(g) = 3, M1 ® hago
e e(hg) = e(h)e(g). Consideremos agora m : H® H — H e u : k — H os morfismos

multiplicagao e unidade, respectivamente. Portanto, se g,h € H, temos

(m@m)oAuen)(h©g) = (m@m)(D_ hig @ hags)
(h)(9)

= Z higi1hago
(h)(9)

= > (hg) @ (hg)s
(h)(9)
= Alhg)

= A(m(h®g))
= Aom(h®yg)

enen(h ® g) =c(h)e(g) = e(hg) =e(m(h®g)) =com(h® g)
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e segue que m é um morfismo de codlgebras. Analogamente,

A ou(lk) = A(lH) = 1H & 1H = U(l]k) ®u(1k) == (u® u)(lk X 1lk) = (u ®U) e} AAk(l]k)

ex(ly) = Ik = e(1y) = e(u(lk)) = € o u(lk)
e obtemos que v é um morfismo de codlgebras. Isto mostra () = (ii).

A reciproca é mostrada de forma andloga e serd deixada ao leitor. O]

O resultado acima induz a seguinte definicao.

Definigao 2.4.2. Seja H = (H, m,u, A, &) um espago vetorial sobre um corpo k munido
de estrutura de dlgebra (H,m,u) e de uma estrutura de codlgebra (H, A, €). Dizemos que
H ¢é uma bidlgebra se A e e sao morfismos de dlgebras (ou, equivalentemente, se m e u

s@o morfismos de codlgebras).

Exemplo 2.4.3. (1). A dlgebra de grupo kG, com estrutura usual de dlgebra e com
estrutura de codlgebra dada por A : kG — k ® kG, induzida por A(g) = g® g, e

e : kG — k, induzida por €(g) = 1 é uma bidlgebra, como € facil verificar.

(2). O anel de polinomios k[X], com estrutura usual de dlgebra e com a estrutura de
codlgebra dada por
AX)=X®X e eX)=1

¢ uma bidlgebra.

(3). O anel de polinémios k[ X], com estrutura usual de dlgebra e com a estrutura de
codlgebra dada por
AX)=XR14+10X e ¢X)=0

¢ uma bidlgebra.

Uma questao interessante é a seguinte: Seja H um k-espago vetorial munido de uma
estrutura de algebra. Serd que sempre podemos introduzir uma estrutura de coalgebra
em H de modo que H se torne uma bidlgebra? A resposta para esta pergunta é negativa,
pois se uma algebra H possuir uma estrutura de bidlgebra, entao o morfismo counidade
e : H — k serda um morfismo de dlgebra e, consequentemente, seu ntcleo sera um ideal
(bilateral) de H. Se H for tomada uma &lgebra simples, entdao nao havera em H ideais
diferentes de 0 e H, impossibilitando a existéncia de uma tal aplicacao €. Este é o caso

das algebras de matrizes sobre corpos, por exemplo.

Observe que todo espago vetorial tem uma estrutura de codlgebra. O que estamos afir-

mando acima € que, em certos casos, nenhuma estrutura de coalgebra pode ser compativel
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com qualquer estrutura de algebra que possa existir no espacgo vetorial considerado.

Seja H = (H,m,u, A, ¢) uma bidlgebra. Combinando a estrutura oposta da dlgebra
H e a estrutura cooposta da coalgebra H, podemos associar as seguintes bidlgebras a
bidlgebra H:

HeP -— ([—L mop,u7A7€)7 Heop . — (H,m,u,A“’p,g) e [Jeopcop .— (H, m"p,u,Amp,g)

Definicao 2.4.4. Com as notagoes acima, chamaremos de bidlgebra oposta de H a
bidalgebra HP<P.

Ao estudarmos a estrutura de uma bidlgebra, podemos considerar apenas a estrututra
de algebra ou de codlgebra, mas também podemos olhar para aquelas estruturas derivadas

simultaneamente destas duas estruturas contidas na bialgebra. Neste sentido, temos

Definicao 2.4.5. Sejam H uma bidlgebra e A um subespaco vetorial de H. Dizemos que

A € uma subbidlgebra de H, se A for simultaneamente uma subdlgebra e uma subcodlgebra

de H.

Seja H uma bialgebra. Como a intersecao de uma familia de subalgebras é uma
subalgebra e a intersecao d uma familia de subcoalgebras é novamente uma coalgebra,
podemos definir a subbialgebra gerada por um subconjunto de H, como sendo a menor

subbialgebra contendo este conjunto.

Definicao 2.4.6. Sejam H e H' bidlgebras e f: H — H' uma aplica¢ao k-linear. Dize-
mos que f € um homomorfismo de bidlgebras se f for um homomorfismo de dlgebras e,
simultaneamente, um homomorfismo de codlgebras. Além disso, f € dito um isomorfismo,

se [ for bijetora.

Segue da definicao acima que o nicleo de um homomorfismo de bidlgebras é, simulta-

neamente, um ideal e um coideal de H. Isto induz a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.4.7. Um biideal de uma bidlgebra é um subespago vetorial que possui uma

estrutura de ideal e de coideal simultaneamente.

Aproveitando o que se fez para algebras e coalgebras, podemos enunciar um teorema de
homomorfismo no contexto de bidlgebras, o qual sera apresentado aqui sem demonstracao.
Observamos que se I é um biideal de uma bidlgebra H, entdao o quociente H/I possui
estrutura tanto de algebra como de coalgebra de modo que estas estruturas sao compativeis

e, portanto, H/I é uma bidlgebra. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.8. Sejam H uma bidlgebra e I um biideal de H. Entao:
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(i) Existe uma tnica estrutura de bidlgebra em H/I de modo que a proje¢ao candnica

(linear) m: H — H/I seja um homomorfismo de bidlgebras.

(i) Se f: H— H' é um homomorfismo de bidlgebras tal que I C Nuc f, entdo existe
um, inico morfismo de bidlgebras f : H/I — H' tal que fom = f. Além disso, f é

injetora se, e somente se, Nuc f = 1.

Considerando agora o espaco dual de uma bialgebra H. Para evitar problemas com a
finitude local, vamos nos restringir ao contexto de bidlgebras de dimensao finita. Porém,

o mesmo resultado vale se consideramos o dual finito, no caso de H ter dimensao infinita.

Proposicao 2.4.9. Seja H uma bidlgebra de dimensao finita. Entao o espago dual H*

tem uma estrutura de bidlgebra induzida pelas estruturas de dlgebra e codlgebra duais.

Demonstragao. Seja H = (H, m,u, A, ¢) uma bidlgebra finito-dimensional. Entao sabe-
mos que (H*,m* u*) é uma codlgebra e (H*, A* &*) é uma algebra. O fato de H ser
uma bialgebra nos diz que A e e sao morfismos de dlgebras e que m e u sdo morfismos
de coalgebras. Segue entao de resultados vistos antes que m* e u* sao morfismos de

codalgebras e que A* e €* sdo morfismos de algebras. Portanto, H* é uma bidlgebra. [

Vamos analisar as representacoes de uma bialgebra. Em geral, se A é uma algebra,
entdao nao podemos garantir que o produto tensorial de A-mddulos seja um A-mddulo.
Este problema deixa de existir quando trabalhamos com uma bidlgebra em lugar de uma
algebra, como veremos a seguir. Sejam H uma bidlgebra e M e N dois H-mddulos a
esquerda. Entao o produto tensorial M ®, N também possui uma estrutura de H-modulo,
via -t H® (M ®N) = (M ®N), dada por h- (m®@mn) =3, ha)-m® he) -n. De fato,
poisse h,g€ Hm € M en € N, temos

he(g-(m@n) = h-(Y gi-m®gs-n)
(9)

= Z (h1 - (g1-m)) @ (ha - (g2 - n))

(h),(9)

= Z (hig1) - m @ (haga) - n
(h),(9)

= > (hg)-m&(hg)s-n
(h),(9)

= (hg)-(m@n)

ly-(m®@n)=1g -m)®@(lg-n)=men
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Note também que todo k-espaco vetorial V' possui uma estrutura de H-mddulo via
-t H®V — V, dada por h-v = e(h)v, como ¢é facil verificar. Uma tal agdo de H em V é
dita a¢do trivial de H em V. Assim, se V =k, temos que k é um H-mddulo a esquerda.
Como k é um corpo (entdo, comutativo), segue que H age via € em V tanto a esquerda

como a direita.

De fato é possivel mostrar que a condi¢ao necessaria para que k e o produto tensorial
de moédulos seja ainda um maddulo sobre uma algebra é justamente a existéncia de uma

estrutura de bidlgebra nesta algebra. Isto sera discutido na préoxima secgao.

2.5 Quando o produto tensorial de H-mddulos é ainda

um H-modulo?

Como dito no final da secao anterior, vamos procurar condi¢oes para que o corpo base
e o produto tensorial de médulos sobre uma algebra sejam moédulos sobre esta mesma
algebra. Este problema tem uma importancia no contexto da teoria de categorias, e
quer dizer que procuramos condigoes sobre uma algebra para que sua categoria de re-
presentacoes seja o que chamamos de uma categoria monoidal. No que segue, vamos ver
que a exigéncia que devemos fazer é que exista uma estrutura de bidlgebra nesta algebra

considerada.

Consideremos entao uma k-algebra H e vamos supor que k é um H-modulo a esquerda
e, além disso, se M e N sao H-modulos a esquerda, entao M ® N também o é. Além
disso, vamos supor que valem as propriedades (M @ N) @ K ~ M @ (N®@ K)e M @k ~
M ~ k ® M, para todos H-médulos a esquerda M, N e K, e que estes isomorfismos
sejam os mesmos como transformacoes lineares de k-espacos vetoriais, ou seja, estamos
supondo que os isomorfismos acima sejam de fato igualdades. Discutiremos a seguir
quais propriedades adicionais esta algebra H deve possuir. Para tanto, consideremos
a:(MN)®Q K - M®(N®K) dado por a(men)®@k) =m® (n®k),l : k@M — M
dado por l(a®@m) =amer: M @k — M dado por r(m ® o) = ma os isomorfismos

acima.

Como H é um H-médulo via multiplicacao, segue que H ® H também é um H-
moédulo.  Assim, podemos considerar a aplicacao H-linear A : H — H ® H dada por
A(h) =h-(1g ® 1g). Como A(h) € H® H, podemos escrever o elemento A(h) como
uma soma finita da forma A(h) = >" | h;, ® h;,, onde h;,, h;, € H. Para nio carregar
muito nossa notagao, tal como fizemos antes com a notagao de Sweedler, vamos escrever

A(h) =324 ha) @ by

Sejam M e N dois H-médulos. Vamos ver agora como esta definida a agao de H sobre
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M ® N a partir da definicao de A. Assim, dados h € H, m € M e n € N, queremos
definir o elemento h - (m ® n) € M ® N. Para tal, consideremos as aplicagoes H-lineares
fm:H— Mef,: H— N dadas por f,,(h) = h-m e f,(h) = h-n, respectivamente.
Assim, a aplicagao f,,®f, : HOH — M®N é também uma aplicacao H-linear. Portanto,

devemos ter

h - (m®n) = h- ((fm ® fn)<1H ® 1H))
(fm @ fo)(h- (1g ® 1x))
= (fm ® fu)(A(R))
(

fun ® £2) O by ® hyz)
(h)

= D> hay m®he n
(h)

ou seja, a acao de H em M ® N deve ser dada por

h-(m®n):Zh(1)-m®h(2)-n.
(h)

Observemos agora que se h € H, entdao h- (1 ® (1 @ 1y)) = Z(h) hay - 1g @ h) -
(lr ®1n) = >3 hay @ Alh), pois H ® (H ® H) é um H-médulo, uma vez que H e
H ® H o sao. Por outro lado, usando o isomorfismo de associatividadde, também obtemos

que

h-(1g®@(lp®ly)) = h-(a((lyg ®@1g) ® 1g))

= ah-(lg @ 1g) @ 1y)) = ad>_hay- 1y ® 1y) @ he) - 1)
(h)
= a(Ahg)) ® he)

= A(hm) ® ha)
ou seja, devemos ter

ZA(h(l)) ® hy = Z hay ® A(h(g)),Vh c H
(h) (h)

o que, dito de outra maneira, é equivalente a

(A ®idy)o A= (idy @A) oA

Consideremos agora a aplicagdo H-linear ¢ : H — k, dada por e(h) = h -1y, a

qual estd bem definida pois k é um H-mddulo. Considerando agora a aplicacao H-linear
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ly :k® H — H dada por ly(a ® h) = ah, obtemos

h = hl,
= hig(lx®1p)
= lu(h- (1k ®1g))

(h)

= lH Zé(h(l)) (029 h(g)

(h)

= Y e(hay)he

(h)

De modo andlogo, usando ry : H ® k — H definida por rg(h ® o) = ha em lugar de g,
obtemos h =3~ ) h)e(h(z)). Portanto, devemos ter

> e(ha)he =h=>_ hue(he)
(h) (h)
ou seja,

Visto que H® H é uma k-élgebra via multiplicagdo dada por (h®g)(h'®g') = hh/®g¢,
segue que as aplicacoes A e ¢ acima consideradas sao morfismos de algebras. De fato,

pois se h,g € H, entao temos

A(hg) = hg-(lg @ 1g)
= h‘(g‘(1H®1H))

= Z h-(901) @ 9(2))
= Z h)9) @ hz2)9e2)

(9)(h)

e(hg) = hg- 1k
= h-(g- 1)
= h-e(g)l

= e(h)e(g)

além do que, temos também A(ly) =1 - (lp®@1y) =1lg @ 1lgec(ly) =1y - 1y = Ik
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como ¢ facil ver. Portanto, A e € sao morfismos de algebras como afirmado.

Assim, sao condic¢oes necessarias para que uma algebra H admita o corpo k e o produto
tensorial de seus médulos como H-mddulos, a existéncia de dois morfismos de algebra, a

saber, A: H - H® H e ¢ : H — k satisfazendo as seguintes condigoes:
(A®idg)o A= (idg @ A)oA e (e®idg)oA=1idy = (idg®e)oA
Portanto, a argumentacao acima produz o seguinte resultado.
Teorema 2.5.1. Seja H uma k-dlgebra. As segquintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) k e o produto tensorial M ®x N sao H-mddulos a esquerda, para todos M, N H-

modulos a esquerda.

(i) H é uma bidlgebra.
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Capitulo 3
A Algebra de convolucao

Para introduzir o conceito de algebra de Hopf, que sera feito no p ‘roximo capitulo, va-
mos necessitar da estrutura de algebra de convolugao definida no espago vetorial Homy(C, A),
onde C' é uma codlgebra e A é uma algebra. Vamos introduzir este conceito no que segue e
discutir algumas de suas propriedades béasicas que nos serao tteis mais a frente. Tomando
A =k, temos que Homy(C, A) = Homy(C,k) = C* e assim, o que vamos discutir aqui é

uma generalizagao da algebra dual da coalgebra C', num certo sentido.

3.1 O produto convolucao

Sejam A = (A, m,u) uma k-algebra e C' = (C, A, €) uma k-codlgebra. Podemos entao
dotar o espago vetorial Homy(C, A) de uma estrutura de algebra, definindo a multiplicagao

da seguinte forma
fxg=mo(f®g)oA, Vf ge Hom(C,A)

Note que se c € C e f,g € Homy(C, A), entao

e e @ e TS fle) @ glex) T Y Flen)g(e)

ou seja, (f*g)(c) = Z(C) fle1)g(er).

E f4cil verificar que a coassociatividade de A implica na associatividade da multi-

plicacao acima definida. Além disso, u o € é o elemento unidade desta multiplicacdo. De
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fato, pois se f € Homy(C, A), ¢ € C, entao
(woe)x f)(e) = Y woe(ea)flew)
(e)
= 25(0(1))f(0(2))
(e)

= D eleaew

©)
= f(o)

ou seja, (uoe)* f = f. De modo andlogo se mostra que f = f x (uoe). Assim, temos a

seguinte definicao.

Definigao 3.1.1. A dlgebra (Homy(C, A), x, uoe) definida acima é chamada de dlgebra de

convolugao de C' e A. A multiplicagao x desta dlgebra é chamado de produto convolug¢ao.

Note que se A =k, entao a algebra de convolugao Homy(C,k) nada mais é do que a
algerba dual C* da codlgebra C. Além disso, se C' = k, entao a algebra de convolucao

Homy(k, A) ~ A.

Exemplo 3.1.2. Seja C = Kk[S| a codlgebra grouplike e A uma dlgebra qualquer. Entao
a dlgebra de convolu¢ao Homy(C, A) € isomorfa a dlgebra das fungoes de S em A com

operagoes pontuais.

Exemplo 3.1.3. Seja C' = C,(k) a codlgebra de matrizes. Entdo a a dlgebra de con-

volugcao Homy(C, A) € isomorfa a dlgebra de matrizes sobre A.

3.2 Inversas convolutivas

Nesta secao vamos discutir algumas propriedades das inversas convolutivas que nos

serao uteis no decorrer do texto.

Consideremos agora A, B algebras e C, D codlgebras. Vamos definir as seguintes
aplicagoes
7 Homy(D,A) — Homg(C,A)

f > fom

Ly : Homy(C,A) — Homy(C,B)
f = vof

Afirmamos que estas aplicacoes sao morfismos de &dlgebras. De fato, pois se f,g €

76



Homy(D,A) e c € C, entdo

(" (Fx9))(e) = frg(rm(c) = D _(fomlew))(gom(c)) = Y _ (T (/(Cau) (" (9)(e@)) = (" (f)*((

(c) (e)

' (vaoep) =(vaoep)om=vqo(epom) =va0ec

ou seja, 7(f * g) = (°()) * (7°(9)) € T (Ltamy(p,4y) = (Ltomy(c,y) De modo andlogo
se mostra que to(f * g) = (1-(f)) * (1:(9)) € t-(Lttomyin) = (Lomyo)- Com estas
notacoes, podemos mostrar os seguintes resultados que serao uteis mais a frente.

Lema 3.2.1. Sejam C uma bidlgebra e A uma dlgebra. Suponhamos que f € Homy(C, A)

possui uma inversa convolutiva f~' em Homy(C, A). Entao:

(i) Se f:C — A é um morfismo de dlgebras, entio f~': C — A% é um morfismo de

algebras;

(1) Se f: C — A% é um morfismo de dlgebras, entao f~': C — A é um morfismo de

dalgebras.

Demonstra¢ao. Observemos inicialmente que (i) < (ii). Assim, basta mostrarmos o
item (i). Seja D = C ® C a codlgebra produto tensorial, cuja estrutura é dada por
Ap(z®Y) = 31w (@0 ®Yn) ® (2@ ®y@e) e ep(z ®y) = ec(z)ec(y), onde Ac(z) =
Do) T ® T2 e Acly) = D2, Y1) ® yz). Como C é uma bidlgebra, segue que a
multipliccao pe : € ® ¢ — C' é um morfismo de coalgebras, de onde segue que ug €
um morfismo de algebras, pela observacao feita acima. Assim, p*(f) possui uma inversa

convolutiva em Homy(D, A), a saber, u*(f™').

Consideremos agora a aplicagao h : C ® C — A dada por h(z ®@y) = f~(y)f(2).
Vamos mostrar que h também é uma inversa convolutiva de p*(f) em Homyg(D, A), para

obtermos que h = p*(f~'). De fato, pois se x @ y € D, ntao temos

(hx (M ©y) = > hlzr @y)f(ulws @ 1))
- Z h(z1 ® y1) f(22y2)
= 3 ) ) fe) f(we)
= Y @) ()
= e(z)e(y)
= ep(z®@y)

Analogamente, mostramos que p*(f) * h = ep. Logo, h e pu*(f~!) sao inversas convo-

77



lutivas de p*(f). Portanto,
fone=pe(f)=h

de onde obtemos que se z,y € C', entao

fHay) = (fopc)(ez@y) =hzoy) = f(y)f (@)= 1 (2)pf ()
ou seja, f~1:C — A% é um morfismo de algebras. O

Proposicao 3.2.2. Sejam A uma bidlgebra e C' uma codlgebra. Suponha que f €

Homy(C, A) possui uma inversa convolutiva f~. Entdo:

(i) Se f:C — A é um morfismo de codlgebras, entao [~ : C — AP é um morfismo

de codlgebras.

(i) f:C — AP é um morfismo de codlgebras de C em AP, entio f~1:C — A é um

morfismo de codlgebras.

Demonstracao. Segue de uma argumentacao andloga, usando que Ay : A -+ A® A é um

morfismo de algebras. O]

Gostariamos de observar neste momento que se A e B sao algebrase f: A — B é
um morfismo de algebra, entao dizemos que f : A — B é um anti-morfismo de algebras.

O mesmo se diz de anti-morfismos de codlgebras.
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Capitulo 4

Algebras de Hopft

Chegamos ao momento em que podemos introduzir o conceito de algebras de Hopf.
Veremos adiante que uma algebra de Hopf é uma bialgebra com uma estrutura adicional
dada por um antimorfismo de algebras que faz o papel da inversa na algebra de grupo.
Este antimorfismo é chamado de antipoda. Comegaremos este capitulo introduzindo a
nocao de antipoda para entao definirmos o que seria uma algebra de Hopf. Na sequéncia,

estudaremos algumas propriedades basicas da antipoda.

4.1 Bialgebras com antipodas

Lembramos que uma bidlgebra possui uma estrutura tanto de dlgebra como de codlgebra.
Assim, se H é uma bidlgebra, entdo o espago Endx(H) possui uma estrutura de algebra
de convolucao. Para introduzir o conceito de antipoda em H, vamos precisar da estrutura
convolutiva de Endy(H).

Defini¢ao 4.1.1. Seja H = (H, p, v, A, €) uma bidlgebra sobre um corpo k. Uma aplicagdo
k-linear S : H — H ¢é dita uma antipoda de H, se po(idg®S)oA = voe = pu(S®idy)oA,

ou seja, S € uma inversa convolutiva de idy na dlgebra de convolugio Endy(H).

Note que a condi¢ao po (idg ® S)o A =voe = pu(S®idy) oA, quando escrita em
notagao de Sweedler, significa que -, h1S(ha) = (h) = 37, S(h1)ha, para todo h € H.

Segue imediatamente da definicao que uma antipoda, quando existe, estd unicamente
determinada, por se tratar de um inverso de um elemento em uma determinada algebra.
Além disso, segue dos resultados ja vistos anteriormente que se S € Endy(H) é a antipoda
de H, entao S é um antimorfismo de &lgebra e um antimorfismo de coalgebras. assim, se

g,h € H, entao:
o S(gh) = S(h)S(g),
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o A(S(h)) =25 S(ha) ® S(ha).

Exemplo 4.1.2. (1) Seja G um grupo. Entio H = kG € uma bidlgebra com antipoda
SH — H definida por S(g) = g~ e estendido ppor linearidade.

(2) Considere o anel de polinomios H = Kk[X] com estrututra de bidlgebra dada por
AX) =1 X+X®1ee(X)=0. Entao se S: H— H é uma antipoda de H,
devemos ter 0 = e(X) = (id)g@S)A(X) = (idg@S) (10X +X®1) = S(X)+XS5(1).
Como S(1) = 1, seque que devemos ter S(X) = —X. Entao a aplica¢io linear
S: H — H definida por S(1) =1 e S(X) = —X € a antipoda de H.

(8) Antipoda para a dlgebra de Sweedler. Fazer as contas de que esta é uma bidlgebra
nas secoes correspondentes anteriores e tomar este como um exemplo construido

aos poucos.

Nem toda bialgebra possui uma antipoda, como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 4.1.3. Seja H = k[X] o anel de polinomios com estrutura usual de dlgebra e
com estrutura de codlgebra dada por A(X) =X ® X ee(X) = 1. Sabemos que H é uma
bialgebra. Afirmamos que esta bidlgebra ndo possui nenhuma antipoda. De fato, pois se
S : H — H ¢é uma tal antipoda, entao deveriamos ter 1 = £(X) = (idg @ S)A(X) =

XS(X), o que € impossivel, pois o elemento X nao possui inverso no anel de polinémios.

Definicao 4.1.4. Uma dlgebra de Hopf é uma bidlgebra munida de uma antipoda.

Ja vimos antes alguns exemplos de dlgebras de Hopf (bidlgebras com antipoda) e que

nem todo bialgebra é uma algebra de Hopf.

Exemplo 4.1.5. Dar alguns exemplos mais de dlgebras de Hopf. Por exemplo, a Tuft,

alguma envolvente de dlgebras de Lie (7).

Como toda &lgebra de Hopf é uma bialgebra, entao sabemos que tanto k como o
produto tensorial M ®; N de H-mddulos sao também H-moédulos. O que difere uma
algebra de Hopf de uma bidlgebra é a existéncia da antipoda, e esta aplicacao é responsavel
pelo fato de o dual linear de um H-médulo ser também um H-méddulo, como mostra o

proximo resultado.

Proposicao 4.1.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda S : H — H, M um
H-mddulo a esquerda e M* := Homy(M,k) seu dual linear. Entio M* é um H-mddulo

a esquerda via a agdo h> @ = @(S(h)>_), para h € H, ¢ € M*.

Demonstra¢ao. Consideremos a aplicagao k-linear > : H x M* — M*, definida por h>p =

@(S(h)>_), para todos h € H e ¢ € M*. Afirmamos que esta aplicagdo define uma agao
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de H em M* a esquerda. De fato, pois se h,g € H, p € M* e m € M, entao temos

(h-(g-9)m) = (9-¢)

de onde segue que h-(g-¢) = hg-. Claramente se Vé que 15> = ¢, para todo p € M*,

pois S(1g) = 1. Isto finaliza nossa demonstragao. O

Uma consequéncia do fato de a antipoda S ser um anti-morfismo de coalgebras é o

seguinte.

Proposicao 4.1.7. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo co S = €.

Demonstracao. Basta observar que se h € H entao

e(h) = e(h)1y = e(W)e(ly) = (3 hiS(hy)) (4.1)

(h)

= Y e(l)e(S(ha)) (4.2)
(h)

= ZSOS({S(hl)hQ) (43)
(h)

= £080> e(h)hy) (4.4)
(R)
= c0S(h) (4.5)

O resultado acima pode ser generalizado da seguinte forma.

Proposicao 4.1.8. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipod S.

(i) Se A € uma dlgebra e f € Homy(H, A) é um morfismo de dlgebras, entao f possui

uma tnversa convolutiva dada por f o S.

(ii) Se C' é uma codlgebra e f € Homy(C, H) € um morfismo de codlgebras, entdo f

possui uma tnversa convolutiva dada por S o f.

(11i) Se H' € uma dlgebra de Hopf com antipoda S'ef € Homy(H, H') é um morfismo de

bidlgebras, entdo devemos ter foS =5"o f.
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Demonstragao. (i) Como idy é a inversa convolutiva de S em Endy(H) e f: H — A é
um morfismo de dlgebras, considerando f, : Hom(H, H) — Hom(H, A). E segue entao
que fi(idg) e f.(S) s@o inversas convolutivas uma da outra em Hom(H, A), ou seja, f e

f oS sdo inversas convolutivas uma da outra em Hom(H, A), como queriamos mostrar.

(77) Considerando agora f* : End(H) — Hom(C, H), obtemos que f*(idy) e f*(S)
sado inversas convolutivas uma da outra em Hom/(C, H). Portanto, f e S o f sdo inversas

convolutivas uma da outra em Hom/(C, A).

(7i1) Da parte (i), concluimos que foS é uma inversa convolutiva de f em Hom(H, H'),
e da parte (ii), concluimos que S’ o f é uma inversa convolutiva de f em Hom(H, H').
Portanto, devemos ter fo S = 5"o f. O]

O resultado acima induz a seguinte definigao.

Definicao 4.1.9. Sejam H e H' dlgebras de Hopf com antipodas S e S’, respectivamente.
Uma aplicacao k-linear f : H — H' € dita um homomorfismo de dlgebras de Hopf, se f

¢ um homomorfismo de bidlgebras tal que foS =5"o f.

Assim, segue que todo morfismo de bidlgebras entre duas algebras de Hopf é um
morfismo de algebras de Hopf, ou seja, todo morfismo de bialgebras entre algebras de

Hopf respeita as antipodas.
Definicao 4.1.10. Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda S e A uma subbidlgebra
de H. Dizemos que A é uma subdlgebra de Hopf de H, se S(A) C A.

Esta definicao tem as seguintes consequéncias imediatas.

e Se f: H— H'éum morfismo de dlgebras de Hopf e A é uma subéalgebra de Hopf de

H, entao f(A) é uma subalgebra de Hopf de H’, pois segue dos resultados anteriores

que S'(f(A)) = S(f(A)) € f(A).

e Como a intersecao de bidlgebras é uma bialgebra, a intersecao de subalgebras de
Hopf de H também é uma subalgebra de Hopf de H. Podemos assim definir, como
usualmente fazemos, a subdlgebra de Hopf de H gerada por um k-subespaco V' de

H, como sendo a intersecao de todas as subdlgebras de Hopf de H que contém V.

Definicao 4.1.11. Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda H e I um biideal de H.
Dizemos que I é um ideal de Hopf se S(I) C I.

Note que se f : H — H’ é um morfismo de algebras de Hopf, entao Nuc f é um ideal
de Hopf, pois se x € Nuc f, entao

0=2S5"of(x)=foS(x)
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de onde segue que S(z) € Nuc f, ou seja, S(Nuc f) C Nuc f. Além disso, repetindo-
se uma argumentacao feita antes, pode-se mostrar que se I é um ideal de Hopf de H,
entao existe uma unica estrutura de dlgebra de Hopf em H/I tal que a projegao candnica
7 : H — H/I é um morfismo de dlgebras de Hopf e vale um teorema de homomorfismos
para algebras de Hopf. Deixamos para o leitor a tarefa de enunciar um tal teorema e

demonstra-lo.

4.2 Algumas propriedades da antipoda

Vamos discutir agora algumas propriedades da antipoda. Comegamos por considerar
H uma élgebra de Hopf com antipoda S. Afirmamos que o conjunto G(H) = {g € H :
g € elemento group-like } é um subgrupo do grupo multiplicativo (H,-). De fato, pois
1 € G(H), visto que A(1) = 1 ® 1 pois A é um morfismo de élgebras e dado g € G(H),
devemos ter A(g) = g ® g, de onde segue que ¢gS(g) = €(g) = 1, ou seja, S(g) =g ' e
temos que todo elemento group-like é invertivel em H. Portanto, G(H) é um subgrupo

multiplicativo de H.

Dados g,h € G(H), consideremos um elemento (g, h)-primitivo. Entao A(z) = g ®
z + 2 ® h, de onde concluimos que A(S(z)) = 35 S(@)1 ® S(x)2 = 30, S(22) ®
S(z1) = S(z) ® S(g) + S(h) ® S(x) = bt ® S(x) + S(z) ® g~* e segue que S(x) é
um elemento (h~!, g7!)-primitivo. Logo, S leva elementos skew primitivos em elementos
skew primitivos. Mais precisamente, como e(x) = 0, para todo elemento skew primitivo,
segue da propriedade da counidade que 0 = e(z) = (¢ ® idy)A(S(z)) = gS(z) + xh™,
ou seja, devemos ter S(x) = —g 'wzh™!. Assim, denotando o conjunto dos elementos
(g, h)-primitivos por P, (H), é facil ver que P,;(H) é um subespago vetorial de H e
temos que a restrigao de S a este subespago é dada por S(_) := —g~'_h™! de onde
segue que Sip, , : Pyn(H) — Py-14-1(H) é uma aplicacio linear bijetiva com inversa dada
por Sip_yy + Bg-p-1(H) — Pyp(H), uma vez que g, h foram tomados arbitrérios na

argumentacao acima.

Como S é um anti-morfismo de algebras e um antimorfismo de coalgebras, segue
que S : H — H° é um morfismo de algebras e S : H — H? é um morfismo de
coalgebras. Assim, H° “°P também é uma algebra de Hopf com antipoda S. De fato, pois
se h € H= H° “P_ temos

e(h) = Y S(h)h
(h)

= moP(hg X S(hl))
= m®(idy ® S)(hy @ hy)
= m®(idy ® S)A“P(h)
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de modo andlogo se mostra que m(S ® idy)A“P(h) = e(h)ly, ou seja, m®(idg ®
S)AP? = yoe = mP(S ® idy)A®P e S ¢é a inversa convolutiva de idy na algebra
de convolugdo Endy(H “P). Porém, note que tanto H como HP poderiam nao ser
algebras de Hopf. O préximo resultado nos diz que examinando a antipoda de H sabemos

dizer quando estas algebras sao de fato algebras de Hopf.

Proposicao 4.2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. FEntdo as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(i) HP € uma dlgebra de Hopf.
(ii) H®P € uma dlgebra de Hopf.
(111) S ¢é bijetiva.

Além disso, se S € bijetiva, entdo S™' é a antipoda de ambas as dlgebras de Hopf H e
HCOp.

Demonstragao. Primeiro observamos que H? = (H®P)P P ¢ HP = (HP)P P A
observagao acima entdo nos diz que (i) e (i) s@o equivalentes. Assim, vamos mostrar
(i) < (iid).

(1) = (d¢i7) Suponhamos que H é uma algebra de Hopf com antipoda 7. Neste
caso, temos e(h)1y = m®(idg @ T)A(h) = 3_ 4,y hoT(h1), ou seja, e(h) = >, hoT'(ha)
em H. Aplicando agora S em ambos os lados desta igualdade, chegamos a S(e(h)) =
>y S(haT'(h1)) = 32, (S © T)(h1)S(h), pois S é um antimorfismo de dlgebras. Como
Soe =¢, segue que S* SoT = woe em Endy(H). Analogamente se mostra que
(SoT)*S = uoe, de onde segue que SoT é a inversa convolutiva de S em Endy(H), isto é,
SoT = idy. Repetindo agora o mesmo argumento acima com S(h) em lugar de h, obtemos
que T o S é uma inversa convolutiva de S em Endy(H). Portanto, To S =idy = SoT,

e segue que T = S,

(i17) = (i) Suponhamos que S : H — H ¢é invertivel e denotemos por S~! a inversa
linear de S. Queremos mostrar que S~! é a antipoda de H°. Note que o fato de S ser
um antimorfismo de dlgebras de H, segue que S~! também o é. De fato, pois se a,b € H
entao a = S(a’) e b = S(b'), para certos a’,t/ € H. Dai, S71(ab) = S7HS(d'S(V))) =
ST (SWa')) =bd = s71(b)S(a). Assim, dado h € H, temos

> S(ha)hy =e(h)ly =Y hiS(hs)
(R) (h)

Aplicando S~! nos termos desta igualdade e usando que S~' é um antimorfismo de
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algebras em H, obtemos
> S8 ho)hy = e(h)ST (1y) =D haS™ (Iy)
(h) (h)

ou seja,

m® (idg @ S"HA(R) = e(h)lg = m®P(S™ @ idy)A(h)

e, portanto, S~! é a antipoda de H°, como querfamos mostrar. O

Uma consequéncia imediata deste resultado é o seguinte.

Corolario 4.2.2. Se H € uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Se H é comutativa ou

cocomutativa, entao S € bijetiva. Mais ainda, em qualquer destes casos, temos S? = idy.

Demonstracao. No caso em que H é comutiva, temos H = H e no caso em que H é
cocomutativa, entao temos H = HP. Assim, a bijetividade de S segue imediatamente.

Mas em qualquer dos casos, temos que S = S™!, de onde segue que S? = id. O

Quando ocorre que a antipoda S de uma algebra de Hopf H é tal que S? = idy,
entao S define uma involugao em H. Lembramos que uma involugdo em uma algebra
A é justamente uma aplicacao de A em A que é aditiva, antimultiplicativa e quando
composta com ela mesma resulta na identidade. Exemplos usuais de involucao sao dados
pela transposi¢ao de matrizes ou pelo conjugado complexo. A proxima defini¢ao é induzida

por estes fatos.

Definicao 4.2.3. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Dizemos que H é uma

dlgebra de Hopf involutiva, se S* = idy.

Sabemos que a alegebra de grupo é sempre cocomutativa. Se G é um grupo abeliano,
entao a algebra de grupo correspondente é comutativa. Estes sao exemplos de algebras

de Hopf involutivas.

Procurando condigoes que assegurem a bijetividade da antipoda de uma algebra de

Hopf, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.4. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Se Sigmy : S(H) —
S(H) € bijetiva, entao S : H — H ¢ bijetiva.

Demonstra¢ao. Como S é um morfismo de algebras de Hopf, segue que S(H) é uma
subélgebra de Hopf de H. Considerando a sequéncia exata curta 0 — NucS = S (H) —
0, obtemos que a mesma cinde, pois S|sy : S(H) — S(H) é bijetiva por hipétese. Assim,
H = NucS & S(H). Consideremos a proje¢ao k-linear 7 : H — S(H) relativa a Nuc S

(isto é, estamos considerando 7 apenas como aplicacao linear entre espagos vetoriais).
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Como NucS é um ideal de Hopf, obtemos que e(NucS) =0 (NucS é um ideal de H) e
ANucS) CNucS®@H+HNucS =78 H+ H®NucS (NucS é um coideal de
H). Portanto, se x € Nuc S, temos

0=c(x) =c(z)lyg = (7% 95)(z)

de modo andlogo se mostra que (S*7)(z) = 0 = £(z) e segue que 7 é a inversa convolutiva
de S em Endy(H), de onde se conclui que m = idy, ouseja, S(H) =n(H) =idy(H) = H

e obtemos que S ¢ bijetiva em H, como queriamos mostrar. O

Note que S™(H) é uma subalgebra de Hopf de H, para todo n > 0, onde S™ significa
compor S com ela mesma n vezes e S = idy, como usual. Assim, o seguinte coroldrio

nos da algumas condicoes suficientes para termos uma antipoda bijetiva.

Corolario 4.2.5. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao:

(i) S € bijetiva se, e somente se, Sign : S"(H) — S™(H) € bijetiva, para algum n > 0.
(ii) Se dimy(H) < oo, entdo S € bijetiva.

(i) Se S"(H) = S™"(H) e NucS™ = Nuc*(S), para algum n > 0, entdo S € bijetiva.

Demonstragao. (i) Uma das implicacoes é ébvia. Suponhamos que existe n tal que Sign :
S™(H) — S™(H) é bijetiva. Argumentando por indugao, podemos supor que n = 1. Mas

entao a Proposigao anterior garante que S é bijetiva.

(7i) Como H tem dimensao finita, segue que deve existir algum inteiro n tal que
S*(H) = S™"'(H) e, neste caso, devemos ter Sign+i(gy @ S"TH(H) — S (H) bijetiva.
Segue entao da Proposicao anterior que S é bijetiva.

(i77) As hipdteses de (77i) garantem que Sign : S™(H) — S™(H) é bijetiva. De fato, pois
S"(H) = S™(H) = S(S™(H)), o que implica que Sjg» é sobrejetora. Seja x € S™(H),
tal que S(z) = 0. Entdo existe y € H tal que x = S™(y) e como 0 = S(x) = S"T(y),
obtemos que y € NucS"! = NucS™ e assim x = S™(y) = 0, de onde segue que Sjgn é

injetora. Portanto a conclusao de (iii) segue diretamente da parte (). O
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Capitulo 5
Representacoes de algebras de Hopf

Como dito antes, representagoes de uma algebra nada mais sao de que seus modulos.
Como uma algebra de Hopf H possui duas estruturas compativeis, de algebra e de
coalgebra, entao podemos esperar que um mddulo de Hopf sobre uma algebra de Hopf
deve ser um espago vetorial que possui uma estrutura de modulo sobre a algebra H e
uma estrutura de moddulo sobre a coalgebra H, de modo que haja uma compatibilidade
entre estas estruturas. Vamos comecar estudando o que seriam estes “moédulos”sobre uma
coalgebra, cujo conceito ainda nao surgiu neste texto. Entao estamos num bom lugar para
introduzi-lo e faremos isto, como poderia se esperar, via dualizacao do conceito de médulo

sobre uma algebra.

5.1 Comoddulos

Vamos comecar interpretando a definicao de um modulo sobre uma algebra via dia-
gramas, para podermos dualizar este conceito. Sejam A uma k-algebra e M um k-espaco
vetorial. Dizemos que M é um A-mddulo a esquerda, se existir uma aplicacao k-linear
>: A® M — M, dada por >(a,m) := a>m, chamada acao a esquerda de A em M,

satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) a> (b>m) =ab>m,Va,b e A;Vm € M

(i) 1lapm=m,Ym e M
Note que as demais propriedades que aparecem na definicao de um modulo sao cumpridas
pela linearidade da acdo. De modo andlogo podemos definir acdo a direita de A em M,

usando uma aplicacao k-linear <: M ® A — M, <: m ® a — m<a, e fazendo as devidas

adaptacoes nas condicoes acima.

Estas propriedades acima podem ser escritas, respectivamente, como:
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(i) po(idg @>) =>o (m®idy)
as quais, por sua vez, podem ser interpretadas sob forma de diagramas da seguinte ma-

neira: Um A-médulo a esquerda é um k-espago vetorial munido de uma aplicagao k-linear

(M, ), definida de tal modo que os diagramas abaixo comutam

A A MU Ao M ko M—2" _ Aq M
lm@idM lb \ /
AQ M M M

>

Dualizando os diagramas acima, obtemos a nocao de um comédulo sobre uma coélgebra.

Definigao 5.1.1. Sejam C' = (C, A, e) uma codlgebra sobre um corpo k e M um k-espago
vetorial. Dizemos que M € um comodulo a direita sobre C, se existir uma aplica¢ao k-

linear p: M — M ® C, definida de modo que os sequintes diagramas comutem

M P . M&C MeC—M% Mok
o pPRidc ~
M®0mi\4®0®0 M

A interpretacao destes diagramas nos dao as seguintes condigoes

(i) (p®idc)op= (idy ®A)op.

Vamos agora interpretar as condigoes acima em termos da notacao de Sweedler que
terd que ser adaptada para o contexto de comoédulos. Sejam C' uma codlgebra e M um
C-comodulo a direita via a coagao p : M — M ® C. Entao denotaremos o elemento
p(m) € M @C por p(m) = _,; mo®my, de modo que os simbolos mq (respectivamente
my ) indicam os elementos de M (respectivamente, de C') que aparecem na primeira entrada
( respectivamente, na segunda entrada) dos tensores bésicos de uma representagao de p(m)

como elemento de M ® C. Assim, a condicao (i) acima nos diz que

> mo,@mg, @my = ((p@ide)op)(m) = ((idy @A) op)(m) = > mg@my, @ma,

[m][mo] [m],(m1)

e por consequéncia, vamos escrever Z[m] mo®@mi; ®me € M ® C'® C para representar

este elemento.
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A notacao de Sweedler nos permite representar a imagem de um elemento quando
aplicamos sucessivas vezes a coagao, usando a propriedade (i) acima, teremos, para todo
n > 2:

Zmo®m1®---®mn = Zp(mo)®m1®---®mn_1

[m] [m]

= ) me@my @ @M ® A(migy) ® - @My

[m]

de modo que o simbolo com indice 0 sempre representara um elemento de M, enquanto

que os sibolos com indices positivos representarao elementos de C.

Se estamos trabalhando com comoddulos a esquerda, se escrevemos a coacao da forma
d: M — C ® M, entao representaremos a imagem de um elemento d(m) € C'® M, por
6(m) = >,y m—1®myg de modo que os simbolos com indice zero sao sempre elementos de
M, como antes, mas agora os simbolos com indices negativos representam elementos de C,
de modo que ao aplicarmos a coacao diversas vezes, a posicao de indice zero permanece
sempre mais a direita e as novas entradas vao ocorrendo mais para a esquerda, cujos

indices serao negativos. Assim, para n > 2, temos

> Mm@ @mo@my =Y m_p @ - @miR3(mo) = Y m_ps1® - DA(m;) @ - -@mg

[m] [m] [m]

Antes de prosseguir, gostriamos de observar que a condicao (idy ® €) o p = idy; para
comodulos a direita, nos diz que a aplicacao linear p que define a coagao de C' em M é
injetora. A injetividade de p permite mostrar que se (M, p) é um C-comddulo a direita
se, e somente se, (M, p°?) é um C°P-comédulo a esquerda, onde p? : M — C @ M é
definida por p®?(m) = Z[m] mp) ® my, ou seja, p°? =7op,ondeT: M ®C - M&®C
é a aplicacdo twiste 7(m ® ¢) = ¢ ® m. Assim, a teoria para C-comédulos a direita é
exatamente a mesma para C-comodulos a esquerda. Portanto, podemos fixar coacoes a

direita ou coacgoes a esquerda para estudar comddulos.

Veremos alguns exemplos de comodulos.

Exemplo 5.1.2. (1) Uma codlgebra C' é um C-comddulo tanto a esugerda quanto a

direita, via a comultiplicacado.

(2) Se C' é uma codlgebra e V' é um k-espago vetorial qualquer, entio V @ C € um
C-comodulo a direita com estrutura dada pela coagao p : V@ C — V @ C ® C, onde

p=1dy ® A, como € facil verificar.

(3) Sejam S # 0 e C =kS a codlgebra group-like definida antes (i. €, A(s) = s® s
ee(s) =1,Vs € S). Se {M;}ses ¢ uma familia de k-espacos vetoriais e M = BgesMs,
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entao M € um C-comddulo a direita, via a coagao definida por p: M — M @ C, p(ms) =
ms ® s ® s, para todos s € S, mg € M, e estendido por linearidade. De fato, pois se
m =7 ..sms €M (soma finita), entao:

((p@idc)p)(m):Z( ®idc)(ms ® s) Zm8®s®s

seS seS

((idyr @ A)p)(m) = Z(sz(X)A ms ® S) st@)s@s

ses seS
de onde seque que
(p®@ide)p = (idy ® A)p

Além disso, temos ainda

((idy ® €)p)(m) = idy@)(D>_ms®5) =Y my=m

ou seja, (idy ® €)p = idyr. Portanto, M € um C-comddulo a direita.

(4) Sejam M = (M, pprr) e N = (N, pn) dois H comddulos a direita. Entao o produto
tensorial M &N possui uma estrutura de H-comaodulo a direita dada por pypron : MQN —
(M ® N) ® H, definida por puen(m @ n) = 32, 1Mo @ np, ® munp). Note que

mpy,np € H e, portanto, muynp € H. Basta observar que

((idyen @en) o puen)(m@n) = (idysy @ en)( Z mjo) ® nj) ® myn())

), )

= ) mpg ®ng ®e(maynq))
), n)

= D mp ®ng @ e(ma)e(ngy)
), n)

= ) myelma)) @ nge(ng)
[l n)

= mQen

((pren ®idy) © puan)(m@n) = (puey ®idy)( Y mg) @ ng @ maynq))

[m], [n]
= Z M0]1g; & N0y @ M) 5y & Mo] 5y @ M(1)N(1)
= Z mo) & Njo] @ M(1)n1) @ M2)n(2)

= ((ldyeny ® A) o pyen)(m @ n)
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(5) Se V€ um k-espago vetorial qualquer, entao V possui uma estrutura de H-
comddulo ‘a direita, via p : V — V ® H, dada por p(v) := v ® 1y, para todo v € V.
Assim, se V =Kk, seque que k € um H-comddulo a direita. Esta coagao definida acima €
dita uma coagdo trivial de H em V. Assim, o exemplo (2) acima pode ser deduzido deste

exemplo, do exemplo anterior e do primeiro.

Definicao 5.1.3. Sejam C' uma codlgebra e M um C-comdédulo a direita via uma coagao
p: M — M®C. Dizemos que um subespaco N de M é um C'-subcomddulo de M, se
piv : N = N ® C define uma coagio de C em N, isto é, se p(N) C N ® C.

A propriedade de finitude local que vimos em uma coalgebra também vale para

comédulos, como mostra nosso préximo resultado.

Teorema 5.1.4. (Teorema Fundamental dos Comdédulos) Seja C' uma codlgebra
e M um C-comodulo a direita. FEntao todo elemento de M pertence a um subcomddulo

finito-dimensional de M.

Demonstragio. Dado m € M, vamos escrever p(m) = >\ m; ® ¢; € M ® C, onde
r = postop(m). Assim, os conjuntos {m;} C M e {¢;} C C sado tomados linearmente
independentes. Seja N := Gerg{mi,...,m,} o subespago de M gerado pelos elementos
my, ..., m,. Portanto, dimyN = r < co. Agora, note que a propriedade da counidade nos

diz que

m = (idy ® €)p(m) = Zmis(ci) eN

ou seja, m € N. Vamos mostrar entao que N é de fato um subcomédulo de M para

finalizar nossa demonstragao. De fato, pois se z = Y a;m; € N, entao temos

plx) = Zaip(m,-) = Zai(mi ® ;) = Zmi Qac; € NRC
i=1 i=1

i=1

e temos que N é um subcomddulo de M, como afirmado. O

Se A é uma k-algebra e M = (M,u), N = (N,v) sao A-mddulos a esquerda, onde
w:AQM — Mev: AR N — N sao as acoes de A sobre M e N, respectivamente,
entao dizemos que uma aplicacao k-linear f : M — N é um morfismo de A-mdédulos, se
vo (ida® f) = f opu, ou seja, se o diagrama abaixo comuta

A®
|
M

® N

N
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dualizando este diagrama, chegamos ao conceito de morfismo de codlgebras. Mais preci-

samente, temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 5.1.5. Sejam C uma codlgebra e M = (M, par), N = (N, pny) C-comédulos a
direita com coacoes dadas por py - M — MQC epy : N = NRC, respectivamente. Uma
aplicagao k-linear f : M — N € dita um morfismo de codlgebras se (f@idc)opy = pnof,

ou seja, se o diagrama abaixo comuta

M—T N
Ml lpw

De maneira completamente analoga ao que fizemos na secao de codlgebras, podemos
definir comodulos fatores e demonstrar um teorema de homomorfismos para comodulos.

Enunciaremos estes resultados a seguir.

Proposicao 5.1.6. Sejam C uma codlgebra, M = (M, p) um C-comddulo d direita e N
um subcomddulo de M. Entdo existe uma tunica estrutura de comddulo a direita em M /N

de modo que a projecao k-linear m : M — M/N se torne um morfismo de C-comddulos.

Demonstragao. (ideia) Consideremos a projegao canonica de espagos vetoriais 7 : M —
M/N. Como (7 ® idc)p(N) C (7 ® ide)(N ® C) = 0, segue do Teorema dos Homomor-
fismos para espagos vetoriais que existe unica aplica¢ao k-linear p : M/N — M/N @ C
tal que pop = (p®idc) o p. Isto vai significar que p é um morfismo de comédulos. Agora
tem que ser mostrado que em relacao a estrutura de comoédulo introduzida desta forma
em M/N faz com que 7 seja um morfismo de comddulos. Esta tarefa serd deixada ao

leitor interessado. U

Mimetizando o que se faz para moédulos ou o que se fez para codlgebras, podemos

mostrar o seguinte resultado.

Proposicao 5.1.7. Sejam C uma codlgebra, m = (M, pyr) e N = (N, pn) C-comddulos

a direita e f: M — N um morfismo de C'-comaodulos. Entdo:

(i) Nucf éum subcomddulo de M e Im f é um subcomddulo de N.

(i1) Se L é um subespago de Nuc f, entdo existe um tnico morfismo de comddulos
f: M/L — N tal que for = f. Além disso, f € injetora se, e somente se,
L=Nucf.

Seja C' uma codlgebra sobre um corpo k. Entao sabemos que C* é uma &lgebra

com o produto convolugao. Estamos interessados neste momento em saber como estao
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relacionados os comodulos de C' e os médulos de C*, se alguma relagao existir de fato.
Veremos adiante que estas estruturas estao fortemente relacionadas. Consideremos entao
um k-espago vetorial M. Suponhamos que p : M — M ® C é uma aplicacao k-linear (por
agora p é somente linear. Depois vamos supor que ela define uma coagao). Definimos

entao uma aplicagao k-linear ¢, : C* @ M — M via a composi¢ao

idox ®p idox®T

C* oM CoMeCELCrgCo M2 ko MM
onde v : C* ® C — k ¢ a aplicacdo definida por v(f ® ¢) = f(¢),Vf®c € C*® C
eT: M®C — C®M é a aplicagao twist. Com estas notagoes, podemos mostrar o

seguinte resultado

Proposicao 5.1.8. Sejam C' uma codlgebra, C* sua dlgebra dual, M um k-espaco vetorial
ep: M — M®C uma aplicagao linear. Mantendo as notagoes acima, (M, p) € um C-

comddulo a direita se, e somente se, (M,1),) € um C*-mddulo a esquerda.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (M, p) é um C-comddulo a direita. Vamos definir uma
acao de C* em M por f-m :=1,(f ®m), onde 9, esta definida como acima. Neste caso,
teremos f-m = Z[m] f(mp))mp, para todos f € C* e m € M. Primeiro, observe que

1o+ = € age trivialmente nos elementos de M, pois

los -m = Z Le=(mpy)mpg) = Z e(mpy)my = m

[m] [m]

onde na ultima igualdade foi usada a propriedade deduzida do segundo diagrama da

defini¢ao de comddulo. Além disso, se f,g € C* e m € M, entao temos

folg-m) = f- D glmpmg | = > glmp)f-myg

] fml.fmol

= Y glmu)fmg)mpye = > g(mp) f(mp)myg

[m],[mo]

- Z(f * g)(mp)mp = (fxg)-m

e segue que (M,1,) é um C*-médulo a esquerda.

Reciprocamente, suponhamos que (M, ,) é um C*-médulo a esquerda, onde 1, esta
definida como acima. Denotando a imagem de m € M por p da forma p(m) := > my ®
my € M®C, teremos que m = lg«-m = e-m =Y £(mg)mq, que é exatamente a segunda

condicao da definicao de comédulo. Para ver que a primeira condicao daquela definicao
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também vale, fazemos o seguinte calculo. Por um lado, temos

(frg)-m = Y (f*g)(m)mg

= ) flm,)g(mi,)mg
= (idy ® f ® g)(idy ® A)p(m)

e, por outro,

folgem) = 1 (3 glmim)
= Zg(ml)f'mo

= Zg(ml)f(mol)mo()
= (idu @ f®g)(p @ Idr)p(m)

de onde segue que (idy @ f ® g)((idy @ A)p(m) — (p ® Idp)p(m)) = 0, para todos os
funcionais f, g € C*. Portanto devemos ter (idy @ A)p(m) — (p® Idy)p(m) = 0, ou seja,
(idyr @ A)p(m) = (p @ Idpr)p(m), isto é, (idy @ A) o p = (p® Idy) o p, como querfamos

mostrar. Logo, (M, p) é um C-comédulo a direita e o resultado estd demonstrado. ]

O resultado acima nos diz que todo C'-comdédulo a direita tem uma estrutura natural
de C*-médulo a esquerda. Mas nem todo C*-médulo a esquerda possui uma estrutura
de C-comdédulo a direita. A familia dos C*-moédulos com esta propriedade sao chamados
de mddulos racionais. Este fendmeno nao chega a ser surpreendente, uma vez que os
comédulos possuem a propriedade da finitude local, o que nao acontece em geral com
moédulos. Assim, vamos estabelecer uma correspondéncia entre os C-comoddulos a direita

e os C"*-modulos racionais a esquerda.

Seja C' uma codlgebra e consideremos M um C*-médulo a esquerda, com agao denotada

por f-m, para todo f € C* e m € M. Definimos o seguinte subconjunto de M

M,:={meM:3Ip, e MxCtalque f-m= (idy ® f)(pm),Vf € C*}

Primeiro, vejamos que M, estd bem definido. De fato, pois se existirem elementos
Pm = D2 My @ ¢iy pr, = 2 m @ c; € M@ C tais que (idy ® f)(pm) = (idu @ f)(p},), para
todo f € C*, entao teremos que p,, — pl, = 0, ou seja, p, = pl..

Lembramos que C' é um C*-mddulo & esquerda via a agdo f — ¢ := > cif(c2),
onde f € C" e c € C. Assim, temos f — c:= 3] c1f(e2) = (ide @ f)(X )1 @) =
(ide® f)(pe), onde p. = A(c) € C®C. Portanto, C, = C neste caso. O proximo resultado

mostra, entre outras coisas, que M, é um C*-submédulo de C'.

Proposicao 5.1.9. Sejam C wuma codlgebra sobre um corpo k e M um C*-mddulo a
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esquerda. Mantendo as notagoes acima, temos:

(i) M, € um C*-submddulo localmente finito de M.

(ii) Se m € M,, entdo dimy(f-m) = posto py,. Além disso, se 0 # p,, = Zzzl m; ®c; €

M ® C, com posto p,, = t, entao {my,...,m;} € uma k-base de f - m.
(11i) Se N é um C*-submdédulo de M, entdo N, = N N M,.

(iv) Se ¢ : M — N é um morfismo de C*-mddulos, entao ¢(M,) C N, e a restri¢io
©1| M, : M, — N,. é um morfismo de C*-mdédulos.

Demonstracao. Seja 0 # m € M, e suponhamos que p,, = 22:1 m; ® ¢; € M ® C, onde
postopyr = t. Entao {my,...,m;} é linearmente independente em M, e como f-m =
(idar @ f)(pm) = Sy f(c)mi € Gerg{my, ..., m;}, para todo f € C*, segue que C*-m C
Gery{myq,...,m;}. Além disso, como {ci,...,¢;} também é linearmente independente em
C, segue que existem funcionais lineares f; € C* tais que fi(¢;) = 0;5, 1 < i,j < t.
Fixando j, obtemos que m; = >.._, filc;)mi = (idy @ f;)(pm) = fj - m e segue que
C* -m = Gerg{mi,...,m;}. isto mostra (ii).

Claramente M, é um k-subespaco de M. Para mostrar (i), basta verificar que C*- M, C
M., pois a propriedade da finitude local segue de (ii). Note que se fixamos f € C* e
m € M,, onde continuamos a denotar p,, = 22:1 m; ® ¢; € M ® C, e tomamos g € C*

arbitrario, entao temos

g-(f-m) = (g*f)-m
= Z(g * [)(ci)m;
= > glei)flen)m
= > glen flen))m
= (idy ®g) <Zmi®f46¢>

e como estas igualdades valem para todo g € C*, deduzimos que o elemento py.,, existe e
Prm = . mR(f = ¢;) € M®C. portanto, C*- M, C M,. Isto completa a demonstracao
de (i).

A afirmagao do item (iii) segue diretamente de (ii), pois dado n € N, temos que C* -n
é gerado, como k-espago vetorial, pelos elementos ny, ...,n, € N tais que p, = Y n;Q¢; €
N@CCM®®N.

Para obter (iv), basta observar que se p, = >.._,m; ® ¢; € M ® C, entdo temos

Piem) = Sy f(my) ® ¢; € N @ C, pois se g € C*, segue que g - (f(m)) = f(g-m) =
F (i migles)) = Y, fimi)g(c) = (idy @ g) (30, f(mi) ® ¢;), de onde concluimos
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que pym) existe € prim) = Ele f(m;) ® ¢; € N ® C. Portanto, f(M,) C N,. O resto é

claro. O

O resultado acima induz a seguinte definigao.

Definicao 5.1.10. Seja C' uma codlgebra sobre um corpo k. Um C*-mddulo a esquerda
M ¢ dito racional, se M, = M.

Como observamos antes, toda coalgebra C' é um C*-moédulo racional. E uma con-
sequéncia do resultado acima que se dimC' < oo entao todo C*-médulo é racional. Além

disso, todo C*-médulo M possui um maior submodulo racional, definido por
M = Z{N : N é submddulo racional de M}

para ver esta igualdade, basta ver que se z € M, entao o elemento p, existe. Mas neste

caso, temos z = »_._,n;, com n; € N;, sendo I um conjunto finito. Como todos os N/s

iel
sao modulos racionais, o elemento p,, € NV; ® C' existe. Nao ¢ dificil entao concluir que
Pz = Zielpni S (Zie]Ni) RC=M®C.

Para finalizar esta discussao, se C' é uma codalgebra e M é um C*-médulo a esquerda
racional, onde denotamos a acao de C* sobre M da forma f-m, para f € C* e m € M,
entao definindo p: M — M ® C, por p(m) = p,, onde p,, € M ® C' é o tinico elemento
tal que f-m = (idy ® f)(pm), para todo f € C*, segue que p estd bem definida e é facil
verificar que p é uma aplicagao k-linear. Para ver que (M, p) é um comddulo a direita,
fazemos uso da Proposicao [5.1.8, De fato, basta observar que usando as notacoes prévias

a dita Proposigao, temos

t

fom = (idy @ f)(pm) = > fei)mi = (y@idy) (ide- @ 7)(ide- @ p) (f @m) = 1, (f @ m)

=1

Podemos entao resumir toda esta discussao no seguinte resultado, mantendo-se as notagoes

precedentes.

Proposicao 5.1.11. Seja C' uma codlgebra sobre um corpo k. Entao:

(1) Se (M, p) € um C-comédulo a direita, entao (M,v,) é um C*-mddulo a esquerda

racional, onde p,, := p(m), para todo m € M.

(ii) Se (M,v) é um C*-mddulo a esquerda racional, entio (M, p) é um C-comddulo a

direita, onde p(m) := p,, para todo m € M.
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5.2 Modbdulos de Hopf

Consideremos agora H uma algebra de Hopf com antipoda S. Seja M um k-espaco
vetorial que possui uma estrutura de H-modulo a direita, digamos via <: M @ H — M,
<:m®h — m<h, e uma estrutura de H-comddulo a direita, digamos viap: M — M ®H,

pm Z[m} mp @ mp € M ® H. Com estas notagoes, fazemos a seguinte definicao.

Definicao 5.2.1. Sejam H uma dlgebra de Hopf e M um k-espago vetorial que possui
estrutura de H-modulo a direita e de H-comddulo a direita. Mantendo as notacoes acima,

dizemos que M € um H-mddulo de Hopf a direita, se o diagrama abaizo comutar

M® H—2 M—5%MeoH
-] |

Em notacao de Sweedler, o diagrama da definicao acima pode ser escrito da forma

p(m<h) = Z (M) < h) @ (mayh))
(h),[m]

Podemos definir um médulo de Hopf a esquerda de maneira similar, com as devidas
adaptacgoes. Observe que nao usamos a antipoda de H na definicao de moédulo de Hopf,
de modo que este conceito poderia ser introduzido para bialgebras, mas é no contexto de

algebras de Hopf que ele ganha importancia e tem consequéncias mais profundas.

Note também que a condicao de compatibilidade acima significa o mesmo que dizer
que M é um moédulo de Hopf a direita, com acao <: M @ M — M, m @ h — m<h, e
coagao p: M — M @ H, p(m) = >

comodulos, se e somente se, p ¢ um morfismo de médulos, pois

m) Mo] @ My, se e somente se < é¢ um morfismo de

plmah) = Y (mg<h) @ (mahe)
(h),[m]

= Z(m[o} & m[l]) <h

[m]

= p(m)<h
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(po)(m®h) = p(m<h)
= > (mpg ah) @ (m)h)
(h).Im]
= («@idg)(mp ® ha) @ muh)

= ((«®idy) o puew)(m @ h)

Vejamos alguns exemplos de médulos de Hopf.

Exemplo 5.2.2. (1) Toda dlgebra de Hopf é um mddulo de Hopf sobre si mesma, tanto

a direita quanto a esquerda.

(2) Seja H uma dlgebra de Hopf finito-dimensional. Entdo podemos introduzir uma
estrutura de H-modulo de Hopf a direita em H*, da sequinte forma. Primeiro observamos
que H* tem uma estrutura de H-comodulo a direita dada por p : H* — H* ® H, onde
pla) = 3 a0 @ ai, sendo que as familias {ao} € H* e {an} C H sio unicamente
determinadas de modo que, para todo [ € H*, temos *x a = Y f(aq)ag. Precisamos
encontrar uma a¢ao de H em H* que seja compativel com a coa¢do acima. Para tanto,

constderamos a acao a direita de H sobre H* dada por

—: H*@H — H*
a®h — a~—h: H — k
g = a(gS(h))

Vejamos que a aplicagao k-linear acima define uma acao de H em H*. De fato pois se

a€e H eqg, hk € H, temos
(@~ 1g)(9) = a(gS(ln)) = a(g)
ou seja, a ~— ly = a. Além disso,

((a—=h)—k)g) = (a—h

= a(gS(k)S (h))
= a(gS(hk))
= (a~ hk)(g)

ou seja, (« ~— h) ~— k = o ~ hk. Precisamos agora verificar a compatibilidade entre a
acao e coac¢ao dadas acima. De acordo com a definicao de modulo de Hopf, precisamos

mostrar que
p(CY ~— h) = ZOKO ~— hl ®Oélh2
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e como vimos acima, 1sto € equivalente a mostrar que

B* (o~ h)= Zﬁ(alhz)(ao — h1)

para todos B,a € H* e h € H. Portanto, vamos verificar que esta ultima relagao €

verdadeira em nosso exemplo. Tomando g € H, temos, por um lado,

(B (a—=m)g) = Y Blgr)alg:5(h)
= Blg1)a(g25(he(hs)))
= Blgie(h2))a(g25 (1))
= B(g15(h2)hs)a(g2S(ha))
= (ha® B)(915(h2))(g25(N1))

e, por outro lado,

> Blarhs)(ag ~— h)(g) = Blarha)ag(gS(h))

de modo que (B * (o ~— h)) = >_ B(arhs)(ag ~ hy). Portanto, H* é um H-mddulo de
Hopf a direita.

(3) Sejam H uma dlgebra de Hopf e V- um k-espago vetorial. Entdo M =V ®yx H
possui uma estrutura de modulo de Hopf a direita sobre H. De fato, pois M se torna
um H-mddulo a direita via a agdo <:V @ H® H — V ® H, dada por (v® h)<g :=
v ® hg, para todov € V', h,g € H, como ¢ facil verificar. Além disso, a aplicagao linear
p:VeH —V®H®H definida por p(v @ h) := 3 ;) v® hi @ ha, para todo v € V,

h € H produz uma estrutura de H-comddulo a direita, visto que

(pRidy)op(v@h) = v@hy, ®h1,®@hy = Y v@h1®@hg, ®hy, = (idven®A)op(v@h)
(h) (h)

(idyon @) o p(v®h) = Zv ® hoe(hg) = v ® Z hie(he) = v ® h = idygn.
(h) (h)
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A compatibilidade entre a acdo e coacao dadas acima € verificada da sequinte forma

plvwh)<ag = p(v® hg)
= Y v® (hg)1 ® (hg)s
(hg)

= Z v ® hi1g1 ® hago
(h),(9)

= Z (v @ h1) <g1) @ hags
(h),(9)

= > (v@h)pag)® (Ve h)yg
(h).(9)

Definicao 5.2.3. Sejam H uma dlgebra de Hopf e M, N H-modulos de Hopf a direita
e f: M — N uma aplicagao k-linear. Dizemos que f € um morfismo de H-mddulos de

Hopf, se f for um morfismo tanto de H-mddulos quanto de H-comddulos.

Os subespacos dos elementos inveriantes por uma acao ou coagao de uma algebra de

Hopf sao importantes na teoria. Faremos as defini¢oes precisas destes subespacos.

Definicao 5.2.4. Sejam H uma dlgebra de Hopf e M um H-moddulo a esquerda. O
subespaco
M7 :={meM:h-m=e(h)m,Vh € H}

¢ chamado de espaco dos elementos invariantes de M

Definicao 5.2.5. Sejam H uma dlgebra de Hopf e M um H-comddulo a direita via
p: M — M®H. O subespago

M@ .= Imec M:p(m)=m®e 1y}
¢ chamado de espaco dos elementos coinvariantes de M

E facil verificar que se M ¢é um H-médulo & esquerda, entao o subespaco M é um
H-submédulo de M. Analogamente, se M é um H-comédulo a direita, entao MH é um

H-subcomédulo de M.

Note que se M é um H-moédulo de Hopf a direita, com acao < : M ® H — M e
coagao p: M — M ® H, entao segue do Exemplo m(S) que M°H @ H é um H-médulo
de Hopf a direita. Consideremos v : M“? @ H — M a aplicacao linear definida por
Y(m ® h) := m < h. Vamos mostrar que ¢ assim definida é um morfismo de médulos de

Hopf. De fato, pois se m € M, h,g € H, temos
b((m @ h)<g) =d(m@hg) =mda(hg) = (m<h)<ag=1y(m®h)dg
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e segue que ¢ é um morfismo de H-moédulos. Para mostrarmos que 1 é também um

morfismo de H-comddulos, precisamos mostrar a comutatividade do seguinte diagrama

McoH ® H Y M

indoH ®Al lp

Mt @ Ho H M®H

YRidy

mas se m € M e h € H, temos

(poy)(m®h) = p(m<h)
= p(m)<h
— (m®1)<lh
= Zm<1h1®h2
(h)
= ) (W ®@idy)(m @ hy @ hy)

(h)
= (v ®idy) o (idy @ A))(m @ h)

e segue que ¢ é um morfismo de médulos de Hopf, como queriamos mostrar. O proximo
resultado vai nos dizer que de fato ¢ é um isomorfismo de médulos de Hopf, de onde segue

que todo médulo de Hopf é da forma dada no Exemplo |5.2.2(3).

Teorema 5.2.6. (Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf) Sejam H uma
dalgebra de Hopf com antipoda S e M uwm H-mddulo de Hopf. Entio M € isomorfo a
Mee" @ H como H-mdédulos de Hopf.

Demonstragdo. Consideremos a aplicacio ¢ : M“? @ H — M definida por 1(m ® h) =
m < h descrita acima. Entao sabemos que 1 é um morfismo de médulos de Hopf. Para
mostrar que ¢ é de fato um isomorfismo, vamos construir uma inversa linear para 1. Para
tanto, primeiro vamos observar que a aplicac¢do linear 7 : M — M definida por 7(m) :=
myo)S(mpy), para todo m € M, é uma projecao linear de M em Me°H  Inicialmente, note

que 7 é definida pela composicao

M—2MoH™E o =M
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Assim, como a antipoda é um anti-morfismo de algebras e M é um mddulo de Hopf, temos

p(r(m)) = Y p(mp < S(myy))

[m]

= ) myy <Smp)a) @ mp, Simp)e)
m],(S(mp1))

C McoH

de onde segue que Zmn C M<H. Além disso, se m € M<H entdo p(m) = m @ 1y,
de onde segue que m(m) = 3 . mp < S(mp) = m<S(ly) = m<aly = m, isto ¢,
T\areott = idpreonr. Portanto, m é uma proje¢ao linear de M em M!.

Como (M) C MH segue que ¢ : M — M°H @ H, dada por ¢(M) = > ) T(Myo)) @
M1 = Y Mo} 1S (M) @ gy = (7 @idp) 0 p)(m) estd bem definida e é uma aplicagao
linear. Vamos mostrar que ¢ é a inversa linear de 1. De fato, poisse m € M“H e h € H,

entao

(pogp)(m®h) = @(mah)

= (7 ®idy)p(m<h)
= (1® z'dH)(Z m<hay @ h)
(h)
= Z(m <hy) 9S(he) ® h@)
(h)

= Z m < (hyS(he)) @ h)

")
= Y mae(hu) @ he
)

= me Z 5(h(1)>h(2)
(h)
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ou seja, (¢ o) = idyeongy. Por outro lado, se m € M, entao

(Wop)m) = ¥ | > miaS(mpy) @ mpy

[m]
= Y (mpg < S(mpy)) <ampy
[m]
= Z Q(S(m[l])m[g])
[m]
= Z mo) < €(m[1])
[m]
= m
ou seja, temos (¢ o ) = idy;. Isto finaliza nossa demonstragao. O

Sejam H uma algebra de Hopf e V' um k-espaco vetorial. Vimos antes que M :=VQH
possui uma estrutur natural de médulo de Hopf. Consideremos {v; };c; uma k-base de V.
Entao nao ¢ dificil verificar que M é um H-médulo a direita livre com base {v; ® 1g }ier.
Além disso, se escrevemos H; := (v; ® 1y) < H, para cada i € [ fixado, entao temos
M ~ @®;c1H;, onde H; ~ H como H-médulo a direita. Além disso, se h € H e fixamos
i € 1, entdo p(v; ® h) = v; @ h(y @ by = ((v; ® 1) <ha)) @ he) € H; ® H, de onde
segue que H; = (v; ® 1)< H é um H-subcomddulo de M. Assim, temos que M ~ @;c;H;
também como H-comddulo a direita. Combinando esta observagao com o Teorema acima,

obtemos o seguinte resultado.

Corolario 5.2.7. Sejam H uma dlgebra de Hopf e M um H-moddulo de Hopf a direita

nao nulo. Entao:

(i) MeH £ 0.

(i) M € um H-mddulo a direita livre com base formada por elementos coinvariantes de
M.

(11i) M é uma uma soma direta de cdpias de H como H-mddulo de Hopf a direita.

De fato, Radford mostrou em [I1] que estas propriedades acima caracterizam um
algebra de Hopf, ou seja, se H é uma bialgebra tal que todo mdédulo de Hopf finitamente
gerado sobre H ¢é livre, com uma base formada por elementos coinvarintes, como H-
modulo, entao a bidlgebra H H é uma algebra de Hopf. Note que estamos aqui usando o

fato de modulos de Hopf podem ser definidos sobre bialgebras, como observado antes.

O resultado acima pode transmitir uma ideia de que os moédulos de Hopf nao sao
muito tuteis no desenvolvimento da teoria, uma vez que sao triviais num certo sentido. Os

proximos resultados, ajudam a desmistificar esta ideia.
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Proposicao 5.2.8. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e I um subespaco

de H que é um ideal a direita e um coideal a direita de H. Entao [ =0 ou I = H.

Demonstracao. Nas hipoteses acima, segue que I é um submoédulo de Hopf a direita de
H, pois I possui estrutura de H-médulo a direita e de H-comoédulo a direita, sendo que
a compatibilidade entre estas duas estruturas é herdada da estrutura de H-moédulo de
Hopf de H. Aplicando o Teorema Fundamental dos mdédulos de Hopf, obtemos I ~
I°°H @ H. assim, se I # 0, entdo dimyH > dimy I = (dimy ") (dimy H), de onde segue

que dimy " =1 e, portanto, dimyH = diny I, ou seja, I = H. O

Para o proximo resultado, lembramos que se H é uma algebra de Hopf de dimensao
finita, entao H* tem uma estrutura de H-mdédulo de Hopf a direita dada no Exemplo
5.2.2(2).

Proposicao 5.2.9. Mantendo as notacoes do Fxemplo (2), se H tem dimensao

finita, entio o espago (H*)°H ¢ unidimensional.

Demonstragdo. Segue do Teorema Fundamental dos médulos de Hopf que H* ~ (H*)*°H @
H. Como H ¢ finito-dimensional, segue que dimyH = dimH*, de onde concluimos que
dimy H* = (dimy H*"") (dimy H*), ou seja, dimy (H*)©H =1 O
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Capitulo 6
Acoes e coacoes de algebras de Hopf

Na secao anterior vimos que os mddulos de Hopf sao triviais num certo sentido. Na
teoria de representacgoes de algebras de Hopf, os H-modulos que possuem uma estrutura
de k-algebra desempenham um papel estratégico. Vamos estuda-los a partir de agora.
Assim, estamos interessados nos espacos vetoriais que possuem estrutura tanto de H-
modulo quanto de k-dlgebra, de modo que estas estruturas sejam compativeis. Assim
surge o conceito de acoes de dlgebras de Hopf sobre outras algebras. Dualizando este
conceito, obtemos uma coacao de algebras de Hopf. Vamos trabalhar com estes dois

conceitos neste capitulo, dando maior énfase as agoes.

6.1 Acoes e coacoes

Vamos introduzir os conceitos de acoes e coagoes de algebras de Hopf nesta segao e

discutir o caso de agoes e coagoes de algebras de grupo.

Definicao 6.1.1. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A uma k-dlgebra. Dizemos que H age
a esquerda de A, ou que A € um H-mdodulo dlgebra a esquerda, se existir uma aplicacdo
k-linear - : H® A — A, definida por (h,a) — h - a, satisfazendo as sequintes condigoes:

(i) A é um H-mddulo a esquerda via -.

(ii) h-(ab) = Y(hy - a)(hy - b),Vh € H,a,b € A

(ZZZ) h-14= €(h)1A,Vh € H.

Observemos que as condigdes (i) e (iii) da Definigdo acima nos dizem que a multi-

plicagago my : AQ A — A eaunidade uy : k — A sdo morfismos de H-mddulos a esquerda,

poisse h € H e a,be A, temos my(h>a®b) =ma(d_hi-a®hy-b)=> (hy-a)(hy-b)
e ’LLA(h : 1lk) = uA(g(h/)].k) = 6(h) : uA(lk) = €(h)1A = 6(h) : UA(l]k).
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Visto desta maneira, podemos dualizar o conceito de acao de uma algebra de Hopf,
obtendo o conceito de coacao de algebra de Hopf. Mais precisamente, temos a seguinte

definicao.

Definigao 6.1.2. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A uma k-dlgebra. Dizemos que A é

um H-comddulo a direita, se existir uma aplicacao k-linear p: A — A® H tal que

(i) A é um H-comddulo a direita via p.

(i) A multiplicagao ma e a unidade uy sao morfismos de H-comddulos a direita.

Usando a notagao de Sweedler e denotando p(a) = ag®ay, a condic¢ao (ii) da Defini¢ao

acima pode ser reescrita como

(7') plab) =" apby ® a1by,Va,b € A.
(ZZ/> p(lA) = 1A X 1A-

Note que se H é um algebra de Hopf finito-dimensional, entao A é um H-médulo a
esquerda se, e somente se, A é um H*-comddulo a direita. Além disso, o subespaco dos
elementos invariantes A7 ¢ uma subdlgebra de A. De fato, pois se a,b € A" e h € H,

temos

he(ab) = (hy-a)(ha-b) = (s(h)a)(e(ha)b) = > e(hie(ha))ab = e(h)ab
(h) (h) (h)

Exemplo 6.1.3. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A uma k-dlgebra qualquer. Entdo H
age 4 esquerda sobre A via a aplica¢ao - : H @ A — A, definida por h - a := e(h)a, para

todo a € A. FEsta acdo € chamada de acdo trivial.

Exemplo 6.1.4. Sejam H uma dlgebra de Hopf, A uma k-dlgebra e f € Homy(H, A).
Suponhamos adicionalmente que f € um morfismo de dlgebras que possui um inverso
convolutivo, o qual serd denotado por f=. Neste caso, A possui uma estrutura de H -
mddulo dlgebra a esquerda dada por h-a =3, f(hi)af'(hy), onde h € H e a € A.
De fato, pois tomando a,b € A e h € H, temos

h-(ab) = Z f(ha)abf~"(hy)
= D" F(h)af " (ha) fha)bf ! (ha)
= Z(hl ~a)(hg - b)

eh-14=> f(h)laf Y (ho) = f(h1)f (he) = e(h)14. Esta agdo é chamada de agdo
interna de H sobre A. Neste caso, também dizemos que a ac¢ao interna € implementada

por f.
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Observamos neste momento que na situacao do exemplo acima, se I é um ideal de A,
entao I é um H-submddulo de A, pois h-a = f(hy)af ' (hy) € I, para todos a € I e
heH.

Suponhamos que H age em A pela esquerda, como no exemplo acima. Seja B = Zm f.
Entao B é uma subdlgebra de A. Denotando agora por Z4(B) o centralizador de B
em A, ou seja, Z4(B) == {a € A : ab = ba,¥b € B} (Note que se B = A entao
ZA(A) = Z(A), isto é, o centralizador de A em si mesmo é exatamente o centro de
A. Assim, o centralizador generaliza o conceito de centro). Neste caso, se a € Z4(B),
entdao h-a =Y. f(h))af  (hy) = > f(h1)f~ (he)a = e(h)a, de onde segue que a € Af.
Reciprocamente, se a € A¥ e b € B, entdo existe h € H tal que f(h) = b, e temos

ba=f(h)a = Y f(he(ha))a
= Y f(h)as(hy)
= Y f(h)af " (ko) f(hs)
= Z(hl‘a)f(h2)
= (e(h1)a)f(hq)
= af(e(h1)ha)
= af(h)
= ab

e segue que a € Z4(B). Portanto, Z4(B) = A”. Como consequéncia deste fato, se
tomamos f sobrejetora, entdo temos que Z(A) = A, ou seja, neste caso o centro de A é

exatamente o conjunto dos elementos de A sobre os quais H age trivialmente.

Exemplo 6.1.5. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo podemos considerar
Endy(H) com a estrutura de dlgebra de convolugdo. Sabemos que neste caso, S € a
mversa convolutiva da identidade. Assim, pelo exemplo anterior, seque que a aplicacdo
linear - : H® H — H dada por h-g = Z(h) h1gS(hs) define uma ac¢ao de H em
st mesmo. FEsta a¢ao é costumeiramente chamada de ag¢ao adjunta e denotada por ad.
Assim, ad : H — Endy(H), definida por ad(h) := ady, : g — h19S(h2) € um morfismo de
dlgebras. Como identidade é sobrejetor, seque que Z(H) = H.

Observamos agora que se G é um grupo e tomamos H = kG, entao a acao adjunta
nada mais é do que a conjugacao. De fato, pois neste caso, temos S(g) = ¢!, para todo
g € G. Assim, ady(g) = h1gS(hy) = hgh™!, uma vez que A(h) = h® h, para todo h € G.

O préximo exemplo classifica as agoes das dlgebras de grupos em outras algebras.

Exemplo 6.1.6. Sejam G um grupo, H = kG ¢ A um H-mddulo dlgebra. Entdao como
A(g) = g® g, para todo g € G, seque que g -ab = (g-a)(g-b), para todos a,b € A, de
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modo que se definimos ¢ : G — Auty(A), por p(g) = ¢, : a — g - a, onde Autx(A) € o
grupo dos k-automorfismos de A, obtemos que ¢ é um homomorfismo de grupos. De fato,
pois se g,h € G e a € A, entio p(gh)(a) = (gh) -a) =g - (h-a) = @, 0 @u(a). Note que

L. a = a, para todo

@y € um automorfismo de A, pois (g0 ps-1)(a) =g- (g7 -a) =gg~
a € A. Portanto, toda a¢do de kG em uma dlgebra A determina um homomorfismo de

grupos de G no grupo dos k-automorfismos de A.

Reciprocamente, se G é um grupo, A é uma k-dlgebra e ¢ : G — Auty(A) € um
homomorfismo de grupos, entao a aplicagao k-linear - : H® A — A, definida por (h,a) —
h-a:=@(h)(a) define uma agdo de kG em A.

E comum dizermos ento que um grupo age por automorfismos em uma algebra. Note
também que a subalgebra de invariantes nao é nada mais que a parte fixa pela agao do
grupo, pois se GG é um grupo agindo numa algebra A, ou seja, A é um kG-médulo algebra,
entao A = A¢ ={a € A:g-a=¢e(g)a,Vg € G}. Mantendo as notagoes do exemplo
acima, temos que a € A% se, e somente se, ¢,(a) = £(g)a = a, para todo g € G, ou seja,

a é um ponto fixo para todo automorfismo da forma ¢4, g € G.

No préximo exemplo queremos caracterizar as algebras A que possuem uma estrutura
de kG-comoédulo algebra. Para tanto serda necessario introduzir o conceito de algebras

graduadas, o que faremos a seguir.

Definicao 6.1.7. Sejam G um grupo e A uma k-dlgebra. Dizemos que A € uma dlgebra
graduada por G, ou que A € uma dlgebra G-graduada, se existir uma familia de subgrupos
aditivos {Ag}gec de A, tais que A = @gecAy e AgAy C Agp, para todos g, h € G.

A élgebra de grupo kG é claramente graduada por G. O anel de polindomios k[X] é
Z-graduado, bastando definir k[X], =0, se n < 0, k[X]p =k e k[X],, = {p(X) : Op(X) =
n}, se n > 0.

Exemplo 6.1.8. Sejam G um grupo e A um kG-comdédulo dlgebra via p: A — A®KkG.
Entao A é uma dlgebra G-graduada. De fato, pois denotando p(a) = deg ag ® g, vamos

obter

Y a,090g=(id®A)pla) = (pRid)pla) = Y (a)h®h &g
geG g,heG

e da independéncia linear dos elementos group-like de uma codlgebra, seque que (az), =
dgn, de onde seque que p(ay;) = a, ® g. Definindo A, = {a, : a € A}, vamos obter
que {Ay}geq € uma familia de subgrupos aditivos de A tal que dec Ay = ByecAy, pela
injetividade de p. Além disso, como a = id(a) = (id ® €)p(a) = > . aq, seque que
A = @yeqAy. Tomando agora a € Ay e b € Ay, temos p(a) = a® g e p(b) = b® h,
de modo que p(ab) = p(a)p(b) = (a ® g)(b ® h) = ab ® gh, de onde se conclui que
ab € Ay,. Portanto, AjAy, C Ay, e, consequentemente, A € uma dlgebra G-graduada,

como quem/amos mostrar.
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Reciprocamente, seja A = ®geqA, uma dlgebra G-graduada. Definindo p : A —
A ® kG, por play) = a; ® g e estendendo por linearidade, obtemos que p define uma

coacdao de kG em A a direita. Deizaremos os cdlculos sob a responsabilidade do leitor.

6.2 O produto smash

Quando uma &algebra de Hopf age sobre uma k-algebra A, podemos introduzir uma
nova estrutura de algebra (associativa e unitdria) no produto tensorial A® H da seguinte
forma: na estrutura do k-espaco vetorial A ® H definimos uma multiplicacao induzida
pela férmula

(a®h)(b®g) =a(hy-b) ® hag

estendido por linearidade, onde 14 ® 1y é a unidade desta algebra. De fato, pois se
a®h e A® H, entao temos

(@a@h)(1a®1y) =Y a(hi-14) @holy =Y as(hy) @ hy = Za@a h)hy =Y a®h
(h) (h) (h)
e, de forma andloga, (14 ® 1y)(a ® h) = a ® h. Além disso, se a,b,c € Ae h,g9,k € H,

temos

((a@h)b@g))(cek) = (alhi-b ®h29)(6®k‘)

Portanto, a regra acima define uma multiplicagao associativa no produto tensorial.
Para distinguir esta algebra da &algebra do produto tensorial canonica, vamos denoté-la
por A#H em lugar de A ® H. Também, um elemento desta nova algebra serd denotado
por a#h. Assim, temos (a#h)(b#g) = a(hy - b)#hsg, para todos a,b € A e h,g € H.

Vamos dar uma denominagao para esta nova algebra.

Definicao 6.2.1. A dlgebra A#H introduzida acima € chamada de produto smash de A
por H.

Suponhamos que A seja um kG-mddulo a esquerda. Entao, se a#h,b#g € A#kG,

temos que

(a#h)(b#g) = a(hy - b)#hag = a(h - b)#hg
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e segue que A#kG nada mais é do que o skew anel de grupo costumeiramente denotado
por A x G.

Vamos agora classificar os médulos sobre esta nova algebra. Comecamos observando

o seguinte resultado.

Proposicao 6.2.2. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A um H-mddulo dlgebra a esquerda.
Entao A e H sao subdlgebras de A#H.

Demonstracao. Basta observar que as aplicacoes k-lineares ¢ : A — A#H ey : H —
A#H definidas por ¢(a) = a#1y e ¥(h) = 14#h, respectivamente, sao monomorfismos
de algebras. De fato, pois se a,b € A e h,g € H, temos

p(ab) = (a#1n)(b#1n) = a(lp - b)#luly = ab#ly

U(hg) = (La#th)(La#g)
= 3 La(hy - La)#thag
(h)

= D Las(h)latthag
(h)

= ZlA#f(fH)hzg
(h)
= la#hg
Il

Segue deste resultado que todo A#H-médulo a esquerda é um A-modulo a esquerda

e também um H-modulo a esquerda. Isto induz a seguinte definicao.

Definicao 6.2.3. Sejam H uma dlgebra de Hopf, A um H-mddulo dlgebra a esquerda e

M um k-espago vetorial. Dizemos que M é um (A, H)-mddulo a esquerda, se:

(i) M é um A-mddulo a esquerda, via agdo & : a®@m +— £(a®@m) := am, Ya € A,m € M.
(ii) M é um H-mddulo a esquerda, via a a¢do>: h® m+— h>m, Vh € Hym € M.

(iii) he(a(g>m)) = > ) (hi - a)(heg>m), Ya € A,h,g € Hym € M.
Observamos que a condi¢ao de compatibilidade (iii) pode ser substituida por

(iii") he(am) =32 (hi-a)(ha>m), Va € A h € Hym € M.
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De fato, pois tomando g = 15 em (iii), obtemos (iii’). Reciprocamente, tomando g>m
em lugar de m em (iii’), obtemos (iii). A condi¢ao (iii’) tem a seguinte interpretagao.
A condigao de compatibilidade (iii) ou (iii’) equivale a dizer que o seguinte diagrama é
comutativo

He (Ao M- 0 o M

A M M

o préximo resultado caracteriza os A# H-modulos a esquerda.

Teorema 6.2.4. Sejam H uma dlgebra de Hopf, A um H-mddulo a esquerda e M um
k-espaco vetorial. Entao M ¢ um A#H-mddulo a esquerda se, e somente se, M € um

(A, H)-mddulo a esugerda.

Demonstracao. Se M é um A# H-modulo a esquerda, entao sabemos que M é tanto um
A-modulo a esquerda como um H-moédulo a esquerda, como visto antes. A condicao de
compatibilidade decorre do fato que as agoes de A e de H sobre M sao definidas via os
monomorfismos que caracterizam A e H como subalgebras de A# H visto antes. Assim,
se h,e Hoae Aem e M, entao

ho(am) = (Lagth) s ((afly) > m)
= (ZlA(thL)#hng)Dm
(h)

= > ((h1-a)#hy)>m

(h)
— (Z(hl ca)(ly - 1A)#1Hh2) >m
(h)
() (e
(h)
— Z(hl -a)(hy>m)
(h)

Reciprocamente, suponhamos que M é um (A, H)-médulo a esquerda. Definimos a

acao de A#H sobre M da seguinte forma

o A4HOM —s M
a#h —  a(h>m)

Vamos verificar que esta aplicacao k-linear de fato define uma acao de A#H sobre M.
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Tomando a,b € A, h,g € H,m € M, temos

lA#Hom: (1A#1H) oM = lA(lHl>m) =1l,m=m

(agth) o ((bftg) em) = (a#h)e (b(g>m))

= a(h> (b(g>m)))

w Za((hl - b)(hag>m))
(h)

= (a(hy - b)#hog) @m
(h)

= ((a#th)(bf#tg)) e m

Isto completa nossa prova. O

Exemplo 6.2.5. Consideremos H uma dlgebra de Hopf agindo sobre si m mesma via a¢ao
adjunta. Entao H#H ~ H®Q H, e seque que os (H, H)-mddulos neste caso nada mais sao
do que os H ® H-mddulos. De fato, basta observar que a aplicagao ¢ - H#H — H ® H,
definida por o(x#h) = Z(h) xhy ® hy define um isomorfismo de dlgebras. Note que @ é

claramente uma aplicacao unitdria. Além disso, se x,y,9,h € H, entdo

(e #te) = ¢( 3 alhi-y)#hag)
(h)

= Z x(hy - y)(heg)1 ® hzga
(h)

= Z x(h1yS(h2))hsgr ® haga
(h)

= Z zhiye(ha)g1 @ hsgo
(k)

= Z rh1ygr @ hago
(k)

= ) (2h1 @ hs)(yg1 © g2)
(h)

= (z#th)o(y#g)

ou seja, @ € um morfismo de dlgebras. Para ver que @ € um isomorfismo, basta mostrar
que v : H® H — H#H, definida por (x ® h) = 7,y xS(h1)#he € uma inversa de .

Um cdlculo andlogo ao feito acima mostra que v é um morfismo de dlgebras. Além disso,
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é claro que

r@h 5 aS(h)#hy B3 wS(h)hy @ hy = Y we(h) ©hy =2 @ h
(h) (h) (h)

e também

Tx#h RS leh ® ho LA Zl‘hls(]w)#h?) = Zxé(hl)#hz = z3th
(h) (h) (h)
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